UN ELEMENT FINIT PATRULATER HIBRID DE TENSIUNE PENTRU PROBLEME
DE ELASTICITATE PLANA
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Rezumat: In aceastd lucrare se prezintd un element finit patrulater hibrid de tensiune
pentru probleme de elasticitate pland. Elementul are rang corect si trece testele de
deformare constantd. Exemplele numerice aratd performantele ridicate si sensibilitatea
redusd la distorsiunile de forma a acestui element in comparatie cu rezultatele obtinute
cu alte elemente de acest tip.

Abstract: This paper prezents a quadrilateral stress-hybrid finite element for plane
elasticity problems. The element has correct rank and passes the constant strain tests.
The numerical examples show high performances and a low distorsion sensitivity for
this element in comparison with other elements of this type.

1. Introducere

Elementele finite de tip patrulater cu patru noduri folosite Tn modelarea
problemelor de elasticitate pland prezintd o sensibilitate ridicatd la distorsiunea de
forma. Convergenta nesatisfdcatoare a acestor elemente a atras eforturi de cercetare
considerabile in ultimele decenii. Atentia s-a concentrat asupra elimindrii diverselor
forme de energie excesiva care conduc la blocaje (,locking”) si asupra dezvoltarii unor
formulari care nu depind de abaterea de formd a elementelor fatd de forma
dreptunghiularé/paralelogram.

Multe din aceste formuldri dau aproximatii bune pentru anumite probleme,
dar slabe pentru altele. Majoritatea elementelor, dacd nu tcate dau o acuratete
excelentd in problemele de bard incovoiatd, daca se folosesc retele de discretizare
dreptunghiulare. Daca Tnsa se utilizeaza retele trapezoidale, pecizia scade dramatic.
Aceastd deteriorare uneori este numitd blocare trapezoidald. Asa cum se arata in [1] ,
in conditiile reproducerii corecte a deformatiilor constante, elementul patrulater de
membrand cu patru noduri avand numai deplasdri liniare, nu poate evita blocarea
trapezoidald. In ciuda acestei limitari, in literatura de specialitate s-au publicat elemente
care dau o aproximatie foarte buna, sau chiar sunt exacte la incovoiere chiar i Tn cazul
formei trapezoidale. Aceste elemente exploateazd de exemplu o violare a comportan
de deformare constanta [4] , sau altereaza rigiditatea la incovoiere pe o directie, pentru
a se obtine precizia la incovoiere pe directia cealalta [3]. Blocajul trapezoidal a fost un
stimulent important in dezvoltarea formulérii Allman-Cook a elementelor de membrana
cu rotiri de noduri [5, 6].

Aceastd lucrare Tsi propune realizarea unui element finit patrulater de
membrand cu patru noduri cu deplasdari liniare, care s respecte toate conditile de
deformare constant3 si rigiditate corectd, avand precizie cat mai apropiatd de limitele
acestei configuratii.
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2. Discretizarea in elemente finite

Se considerd un corp elastic plan avand volumul * actionat de fortele de
contur tpe o parte S‘din frontiersd si avand conditi de rezemare specificate prin
deplasédrile u=u pe portiunea S: a suprafetei. Corpul se divizeaza Tn elemente de tip

patrulater. Elementele se considerd conectate numai la noduri. In interiorul fiecarui
element se definesc cdmpuri de tensiune in mod independent, iar deplasérile pe
conturul fiecdrui element se considera definite prin deplasarile nodurilor adiacente. In

urma discretizarii /< S; si S se aproximeaza prin V¥ S84 si 87, Trebuie remarcatd
aparitia unei frontiere interioare S .
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Figura 1. Discretizarea in elemente finite
vezvi=yve o,
§°=8'+8=8+81, (1)

S'=8'+8]+8'=>5".

La limit3 prin rafinarea discretizarii 7¥—7*, S¢ +57 — 5°, iar dac4 tensiunile

devin continue intre elemente, integralele de contur se anuleazd intre elementele
vecine prin parcurgerea de doud ori a portiunii de frontierd 7* comune in sensuri
contrare. Astfel integrala pe conturul elementelor tinde catre integrala pe 5°.

3. Formularea elementului finit

Se considerd ca elementul este alcatuit dintr-un material caracterizat prin
matricea C, care leaga deformatiile de tensiuni. In cazul izotrop avem:

g, I/E —-v/E 0 .
e=<6,r=Co=|-v/E 1/E 0 o, (2)
P 0 0 2l+v)/E||7,

Aici E este modulul de elasticitate longitudinal, iar v este coeficientul Poisson.
Grosimea h se considerd constantd pe fiecare element in parte. Pentru simplitate
presupunem c& nu existd forte de volum ci numai forte distribuite pe conturul
elementului.
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3.1. Caracteristici geometrice

Se considerd patrulaterul din figura 1. Coordonatele nodurilor Tn reperul
global xy sunt:

x:l::c, LA I,] (3)
. ¥a P W

Punctele 4, B, C, D reprezintd mijlocul laturilor elementului, iar punctul £ este
mijlocul diagonalei /-3. Centrul 0 al elementului se defineste ca intersectia medianeior
AC si BD.

1 1
X =Z(xl+xl +X%+%,), ¥ =-4—(_v1 + ¥, Y+, ) (4)

Figura 2. Elementul dreptunghiular cu patru noduri — caracteristici geometrice

Punctul 0 coincide cu centrul de greutate al elementului numai in cazul formei de
paralelepiped sau dreptunghi.

In cadrul lucrarii se folosesc dous repere ortogonale suplimentare avand
originea in punctul 0, care reprezintd centrul elementului. Reperul ¥y are axa ¥

orientatd pe directia medianei AC, iar reperul ¥y are axa ¥ orientatd pe directia
medianei BD.

Se definesc vectorii:

X. X, —X, < X, X=X
Y Yi—=n Ya Yi— Y2
Suprafata elementului este:

= %dEI[VIB Vie) (6)
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3.2. Campul de tensiuni

In interiorul fiecdrui element adoptdm urmétorul camp de tensiuni :

A
o 10075 Feosa | 5
6=:0;:=[0 1 0 0 Fsin'a Bt (7)
T 00 1 0 ysinacosa| |f,
A
Sau
6=5p. (7)

Aici gfiind vectorul care contine cei 5 parametri care definesc campul de tensiuni. Primii
trei parametri 3, 3 si 3 definesc cAmpuri de tensiune constants pe element. Parametrii
A si fs definesc cdmpuri neuniforme de tensiuni. Pentru simplitate, la exprimarea
acestor tensiuni s-a adoptat reperul xy. Coloana 4 din S reprezinta tensiunile o, = ¥,

rezultate din Tncovoiere avand ca axd ¥. Coeficientii din coloana 5 a matricei S
reprezinta tensiunea o- =¥B, de incovoiere in lungul axei ¥ .

Se observa ca matricea S se poate partitiona in felul urmétor;
s=[,s,]. (8)

Tin&nd cont de cele 3 grade de libertate de solid rigid ale elementului, rezuit
ca alegerea de mai sus a cadmpului de tensiuni reprezintd numarul minim de parametri
necesari pentru a obtine un element de rang corect. (4 noduri x 2 gdl / nod = § = 5
parametri + 3 gdl rigide). Se poate vedea ca in absenta fortelor de volum, campul de
tensiuni (5) este in echilibru.

O‘.r.:r +Tx,v.y =0
Gy ¥ T, =0

(©)

3.2. Campul de deplasiri

Dupd cum se va vedea in continuare, Tn cazul elementelor hibride la care
campul de tensiune adoptat respecta conditiile de echilibru Tn interiorul elementului, nu
este necesard cunoasterea campului de deplasari decét pe frontiera elementului. Se
considerd o variatie liniard a deplasarilor in lungul laturilor, adicd deplasarile unui punct
de pe o laturd se obtin prin interpolarea liniard a deplasarilor nodurilor de la capetele
laturii. Relatia se poate scrie formal:

d=Pu. (10)

Aici u=(u, iy By Uy U5 W5 U uﬂ)’ reprezintd deplasarile nodurilor, iar d =(d, d, y
sunt deplasarile Tn lungul laturilor elementului.
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3.4. Exprimarea relatiilor de echilibru §i a conditiilor la limita

In continuare vom exprima echilibrul sistemului discret cu ajutorul principiului
lucrului mecanic virtual.

Pe conturul elementelor se dezvolta tractiuni. Tractiunile sunt forte distribuite
pe contur, orientate dupa directiile sistemului de referinta xy. Ele se obtin din tensiunile
de pe laturile elementului, tindnd cont de orientarea reperului format din normala si
tangenta la laturd. In cazul laturilor paralele cu axele de coordonate tractiunile se obtin
simplu din tensiuni tindnd cont de orientarea normalei exterioare. in cazul general se
foloseste o matrice de transformare:

t 0 i
"

el ey (1)
L 0 nm n :
) .,

sau scris mai compact:

t=Qo. (117
Aici Q contine componentele normalei n pe latura in punctul considerat. Tinand cont de
(7') rezulta :

t=QSB. (12)

Tensiunile o si tractiunile t=Qao considerate forte exterioare Tsi fac echilibrul, ceea ce
inseamna c3 pentru orice cimp virtual de tensiuni de lucrul mecanic trebuie s& fie nul.
Pentru un camp oarecare ds, avem o relatie de tipul lucrul mecanic al eforturilor =
lucrul mecanic exterior.

[s07edv = jau’Q’dds. (13)

Se considerd cd pentru campurile virtuale sunt valabile aceleasi tipuri de relatii ca si
pentru cele reale. Tinind cont de (7), (10) si de relatia lui Hooke (2) rezulta:

EBT(IS’CSdVJﬁ—cﬁBTUSTQ’P dS]u. (14)
¥V 8
Aici integralele se refera la volumul §i respectiv conturul tuturor elementelor.

Relatia (14) asigurd si indeplinirea conditilor la limitd in deplaséri prin faptul ca
deplasdrile d introduc restrictile cinematice impuse asupra deplasérilor nodurilor.
Aceast3 relatie mai trebuie completats cu conditiile de contur exprimate in tensiuni. In
cazul sistemului discret nu existd o corespondenta punctuald intre tractiunile t rezultate
din cdmpul intern de tensiuni si fortele de contur exterioare t. Aceste conditii sunt
indeplinite numai Tntr-o maniera globala §i se poat exprima tot cu ajutorul principiului
lucrului mecanic virtual. < f

Pentru un cAmp oarecare &l avem:

fsati-i)ds =o, (15)
S

din care rezuita :
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é’u?( ijQSdsJﬂ—ﬁu’[j'PT &ds]:o. (18)

Introducind notatiile:
F=[s'CSav, L= [P'QSds, f=[p'tas, (17)
¥ 5 5

§i tinand cont de faptul ca relatiile (14) si (16) trebuie s4 fie indeplinite pentru orice 8o i
du, rezulta:
(17)

Aici

F este matricea de flexibilitate raportaté la parametrii de tensiune B,

L este o matrice de conexiune si asigura concentrarea tractiunilor la nodurile
elementului,

f reprezinta vectorul fortelor nodale rezultate din incarcarile pe element.
Prin regruparea termenilor relatia de mai sus se poate scrie sub forma matriceals;

-l (o
Al {ﬂ - (18)
L 0 jlu |f
Avand Tn vedere c& parametrii B sunt independenti, acestia se pot elimina la nivelul
fiecarui element, obtinandu-se relatii de tipul:

LF'L u=f (19)
sau k-u=f.
Matricea

k=LF'LF (20)

este matricea de rigiditate a elementului.
3.5. Calculul practic al matricei de rigiditate

Tinand cont de partitionarea (8) a matricei S a tensiunilor, matricea de
flexibilitate F si matricea de conexiune L se pot partitiona sub forma :

i c E, B
F‘[F,,,, F] L=[L, L] 21)

F,=F, = IC §,dV reprezintd cuplarea dintre tensiunile constante si cele neuniforme
4

pe element introduse prin S;. Dac3 componentele Iui S, au integrald nuld pe volumul
elementului, ceea ce se poate realiza prin translatarea originii reperelor ¥y si ¥y, in
centrul de greutate al elementului, atunci F,, = 0. Acest lucru nseamna c tensiunile
neuniforme sunt energetic ortogonale cu cele constante. Chiar dac3 nu se realizeaza
aceastd ortogonalitate, experimentele numerice au aritat c3 neglijarea lui F,, afecteazi
n masurd neglijabil3 precizia rezultatelor.
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Prin efectuarea integrarii numerice prin descompunerea elementului n
triunghiurile 123 si 134 si aplicarea regulii mijlocului laturilor s-a obtinut :
& wd pmd o= = 2 el
F, = J’s;{cshdv=éﬁ{yafyﬁ m:E’(c e )}_ (22)
v 3E | sim. Vat+¥:
in relatia (22) ¢ =cos(ar) $i s=sinfa), «find unghiul dintre axele ¥ i ¥ din figura 2.

Matricea L, concentreazad la noduri tractiunile de pe conturul elementului
corespunzatoare tensiunilor constante.

h — Vi 0 Ya 0 Ya 0 =¥ 0 T
L, = 0 X 0 =zy O =x5 0 X J (23)

Xao Vi X Ya ~Xp Vi Xap =W

Matricea L, concentreaza la noduri tractiunile de pe conturul elementuiui
corespunzatoare tensiunilor neuniforme.
=
ﬂ (24)

In relatia (24) ¢ =cos(@ ), 5=sin(& ), ¢ =cos(& ) §i 5=sin(@ ), @ si & fiind unghiurile
definite in figura 2.
Tin&nd cont de relatiile 20, 21, 22, 23 si 24 matricea de rigiditate rezultd sub
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forma:
k=k, +k, (25)

In care:
1 -
kh :ELI, C lLb (28)
reprezinta rigiditatea de bazad, care permite reprezentarea corectd a modurilor de
deformare constanti. Rangul matricei k, este 3.

Matricea
k,=L,F,L] (27)

asigurd rangul corect de 5 al matricei de rigiditate a elementului gi precizia in
reprezentarea modurilor de deformare de ordin superior.

Din pacate matricea k,este “contaminatd” de modurile de deformare

constanta, astfel in final reprezentarea acestor moduri de catre matricea k rezuitata prin
(25) nu este corectd. Pentru remedierea acestei situati se foloseste o proiectie a

matricei k, pe un subspatiu ortogonalizat cu deplasarile coprespunzatoare modurilor
rigide (translatie pe directia x, y gi rotatie) si de deformare constanta prin relatia:

k,=0,k,0, (28)

Ccu
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0,=1-G,(G.G, )"'G! =0} (29)

Matricea Oy, este o matrice de proiectie, care asigura eliminarea modurilor rigide si de
deformare constanta din k,. I este matricea unitate de ordinul 8. G,. contine deplasérile
de solid rigid si cele corespunzitoare deformarii constante ale elementului.

1 0 1 0 1 0 1 07
0 | 0 1 0 1 0 1 t‘(q"“’b(” Mt
G = N ox BRI = X3~ Xy ‘ (30)_

0 » 0 » 0 ¥y 0 9y
W2 %2 w2 x2 w2 x/2 vil2 x /2

Matricea k=k, +k, rezultatid este de rang corect, trece de testele de

deformare constantd (patch test) si asigurd o acuratete ridicatd n reprezentarea
modurilor complexe de deformare avand o sensibilitate redusa la distorsiunile de forma
geometrica a elementului.

4. Exemple numerice
4.1. Test de sensibilitate la distorsiune a formei elementelor

Pentru a studia sensibilitatea Ia distorsiune a elementelor s-a folosit grinda
din figura 3. Aici parametrul e reprezintd masura in care forma trapezoidald se
indepérteazad de forma dreptunghiulars. Rezultatele sunt reprezentate in tabelul 1. S-a
urmdrit deplasarea verticald a punctului A pentru diverse valori e. Valoarea exacts
obtinutd prin teoria de bara incovoiats este v, = /00. Pentru comparatie se dau valori
preluate din literatura de specialitate pentru elementul izoparametric biliniar Q4 I 1.
elementul QM6 cu deformatii imbuntatite [ | si elementul QE2 [ ] Pentru elementul
propus in aceastd lucrare se dau atat rezultatele obtinute prin formularea prezentats cat
$i unele obtinute prin folosirea lui S, din relatia (8) energetic ortogonal cu cadmpurile de
deformatii constante. In acest din urma caz la efectuarea integralelor pe suprafata si pe
conturul elementelor din relatia (17) s-a folosit cuadratura numerica a lui Gauss.

S T A 1000

1000

Figura 3. Grind4 n consold, E = 1500, v=1/4, h =1,
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Tabelul 1 Deplasrile v, ale grinzii din figura 3 pentru diverse
valori ale distorsiunii ,¢" ale retelei de discretizare

e Q4[10] QMe[11] QE2[12] propus  propus’ exact

0 28,00 100,00 100,00 100,00 100.00 100,00
0,5 21,00 80,90 81,20 82,61 81,95 100,00
1 14,10 62,70 63,40 67,21 65,54 100,00
2 9,70 54,40 56,50 70,07 63.77 100,00

* | a aceasta variant3 s-au folosit cAmpuri neuniforme de tensiuni ortogonale cu cele
uniforme.

4.2. Problema de membrana a lui Cook

Parametrii structurii sunt dati in figura 4. Rezultatele comparative obtinute in
functie de numarul de diviziuni pe o laturd sunt date In tabelul 2.

48

——

Figura 4. Problema de membrana a lui Cook, E = 1, v=1/3,h=1.

Tabelul 2. Deplasérile v, pentru problema din figura 4
pentru diverse retele de discretizare (N: numarul de elemente pe o latura)

N Q4 QMmé QE2 propus
2x2 11,85 21,05 21,35 21.40
4x4 18,30 23,02 23,02 23,04

16x16 23,43 23,88 23,88 23,88
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