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Lucrarea reprezintă o analiză critică a câtorva modele matematice clasice, cu complexităţi 

moderate. În prima parte sunt prezentate modele care permit obţinerea componentelor forţei de 
aderenţă (tangenţială şi transversală), iar în partea a doua sunt prezentate modele pentru 
determinarea forţei normale pe planul de sprijin al roţii. 

Toate modelele prezentate aici au fost utilizate de autorii prezentei lucrări în studii care au avut 
drept scop simularea comportamentului dinamic al autovehiculelor, unele dintre acestea fiind propuse 
de ei sau adaptate pentru a corespunde mai bine cerinţelor. 

 
 

ROAD-WHEEL INTERACTION MODELLING 
 
The paper represents a critical analysis of some classical mathematical models, whit medium 

complexity. In the first part are presented models that permit to obtain the adherence force’ 
components (tangential and transversal), and in the second part are showed models for the normal 
force on the road surface. 

All presented models were used, by the authors of this work, in studies concerning the simulation of 
motor vehicle dynamic behaviour, some of mathematical models being proposed by they or adapted 
for requirements better corresponding. 

 
 

Interacţiunea dintre roată şi sol are un rol 
hotărâtor asupra comportamentului dinamic al 
vehiculului. Interesul principal îl prezintă 
obţinerea forţelor şi momentelor care acţionează 
după cele trei direcţii (normală z, tangenţială x şi 
laterală y). Modelele utilizate pot avea 
complexităţi diferite, în concordanţă cu scopurile 
urmărite. 

 
  

1. Forţele aflate în planul de sprijin 
 
Cercetările experimentale [1], [2] demonstrea-

ză că cele două componente ale forţei de 
aderenţă, forţele tangenţială X şi laterală Y, 
depind în prin-cipal de următorii patru parametri: 
forţa normală Z cu care este încărcată roata, 
coeficientul de aderenţă μ, alunecarea tangenţială 
s şi unghiul de deviere laterală α. Studiile 
teoretice care au urmărit punerea în evidenţă a 
acestor dependenţe au fost dezvoltate în principal 
pe două direcţii. 

Una dintre acestea încearcă stabilirea relaţiilor 
pornind de la fenomenele fizice care au loc la 

contactul dintre roată şi sol [10]. Deşi lăudabile, 
pentru că permit o mai bună înţelegere a 
procesului analizat, aceste eforturi nu sunt 
întotdeauna încununate de succes din cauza 
complexităţii şi diversităţii fenomenelor de care 
trebuie să se ţină seama. În această situaţie, fie se 
obţin rezultate care diferă mult de cele 
experimentale, fie sunt necesare eforturi foarte 
mari (de exemplu, firma Michelin a recurs la 
rezolvarea a 300000 de ecuaţii pentru a descrie cu 
precizie suficientă starea de solicitare a unui pneu 
care rulează). 

A doua modalitate, necesitând un efort teoretic 
mult mai mic, constă în utilizarea rezultatelor 
experimentale (destul de puţin numeroase, de 
altfel) pentru obţinerea unor relaţii a căror 
valabilitate este presupusă apoi pentru mai multe 
condiţii de exploatare. Se poate recurge astfel la 
funcţii de interpolare, de regresie sau pot fi 
căutate relaţii semiempirice. 

Unghiul de deviere laterală se măsoară în 
planul drumului fiind unghiul dintre vectorul 
viteză reală al centrului petei de contact al roţii şi 
direcţia planului median vertical al roţii. 



Alunecarea tangenţială relativă dintre pneu şi 
cale este o mărime adimensională, definită în 
mod diferit în funcţie de regimul de tracţiune sau 
de frânare 

s = 

⎩
⎨
⎧   1-

v
rd.ωR

,   dacă v ≤ rd.ωR  (tracţiune),

-1+
rd.ωR

v ,   dacă v > rd.ωR  (frânare),
(1) 

unde v reprezintă viteza pe direcţie tangenţială a 
centrului roţii; rd - raza dinamică a roţii; ωR - 
viteza unghiulară a roţii. Aşadar, alunecarea va 
lua valori în intervalul 0...1 în cazul tracţiunii şi 
în intervalul 0...-1 în cazul frânării şi rulării 
libere. 

În lucrarea [12] se propune următoarea 
expresie analitică a forţei tangenţiale specifice în 
funcţie de alunecare: 

μ = μm.[1,07.(1-e-15.s)-0,285.s]  (2)  

în care μ reprezintă forţa tangenţială specifică; μm 
- coeficientul de aderenţă. 

Pentru modelarea forţei laterale a pneului, în 
lucrarea [22] este utilizată relaţia 

Y = cAT1.arctg(cAT2.α),  (3) 

în care Y reprezintă forţa laterală; α - unghiul de 
derivă laterală; cAT1 - rigiditatea laterală la 
unghiuri mici de derivă; cAT2 - forţa laterală 
maximă dependentă de încărcarea verticală. Pe 
baza acestei relaţii s-a stabilit expresia rigidităţii 
laterale a pneului 

 cs = 
dY
dα = 

c1 + cP.Z
1 + (cnl.α)2

,  (4) 

unde c1 este rigiditatea laterală la unghiuri de 
derivă mai mici de 4°; cP - variaţia rigidităţii cu 
sarcina verticală; cnl - modificarea rigidităţii 
laterale la unghiuri mari de derivă. 

O abordare mai generală a forţelor care 
acţionează asupra pneurilor este prezentată în 
lucrarea [9], forţa laterală fiind considerată ca o 
funcţie de reacţiunea normală Z, de forţa 
tangenţială X şi de unghiul de deviere laterală α: 

Y = FZ(Z,α) . FX(Z,α,X), (5) 

unde 

FZ = sign(α).μmy.Z. ∑
j

aj.sin(j.x.
π
2),       j = 1,3,5 

x = 
⎩⎪
⎨
⎪⎧⏐

α
α0m

⏐,   daca ⏐α⏐ ≤ α0m,

1,             daca ⏐α⏐ > α0m,
 

 

FX = 
k1 + 1 - ⏐

X
μmx.Z.(1-k3.x)⏐

κ

1 + k1
, 

şi în care μmx, μmv reprezintă respectiv coeficienţii 
de aderenţă pe direcţiile tangenţială şi laterală; 
α0m - valoarea maximă a unghiului de deviere 
laterală (funcţie de reacţiunea normală Z); κ, k1, 
k3, aj - constante. 

Un alt model complex (modelul Sakai) este 
prezentat în lucrarea [5]. Relaţiile de calcul diferă 
în funcţie de regimul de deplasare (tracţiune sau 
frânare) pentru a se obţine uşoarele asimetrii 
constatate şi de către alţi cercetători [16], [23] (la 
unghiuri egale de derivă, forţa laterală ia valori 
ceva mai mari la frânare decât la tracţiune, în 
vreme ce se întâmplă fenomenul invers cu forţa 
tangenţială). 

Notând cu Kx rigiditatea tangenţială la frânare 
(derivata forţei tangenţiale în raport cu alunecarea 
la alunecări mici şi la unghiuri de derivă nule) şi 
cu μm coeficientul de aderenţă (considerat că nu 
se modifică cu unghiul de derivă), se definesc 
mai întâi câteva funcţii ajutătoare: 

g(s,α) = s2 + tg2α ,     c = 
Kx

3.μm.Z , 

h(s,α) = 1/g(s,α),            f(s,α) = c.g(s,α), (6) 

c1(s,α) = 
⎩
⎨
⎧cos(α), dacă s ≤ 0,
1,         dacă s > 0, 

c2(s)= 
⎩
⎨
⎧ 1-s,  dacă s ≤ 0,
1-s2, dacă s > 0. 

Pentru valori ale alunecării şi unghiului de derivă 
care îndeplinesc condiţia  g.c ≤ 1, forţele 
tangenţială şi laterală se calculează cu relaţiile: 

X(s,α) = (Kx.(1-f)2.c1 + μm.Z.f.(3-2.f).c).s, (7) 

Y(s,α) = (c2.Kx.(1-f)2.c1 + μm.Z.f.(3-2.f).c).tg(α), 

iar în caz contrar cu relaţiile 

  X(s,α) = μm.Z.s/g  (8) 

  Y(s,α) = (μm.Z)2 - X2. 

În figura 1 se prezintă rezultate obţinute prin 
utilizarea modelului Sakai, la care autorii lucrării 
de faţă au modificat valoarea constantă μm din 
relaţia (8) cu valoarea μd obţinută cu relaţiile (9): 

μ0 = (μm+μb)/2;             μa = (μm-μb)/2;  

μd(s) = μ0 - μa.sin(π.(
s-sμ
1-sμ - 

1
2)). (9) 

Graficele au fost trasate considerând Z=1 şi 
unghiuri de derivă constante. 



Căutările unei "formule magice" empirice, 
care să fie valabilă atât pentru forţele tangenţiale, 
cât şi pentru forţele laterale, se pare că au fost 

încununate de succes. Astfel, în lucrarea [16] se 
dă următoarea funcţie: 

y(x)=A+D.sin(C.arctg(B.x-E.(B.x-arctg(B.x)))),
  (10) 

în care A, B, C, D şi E sunt constante care trebuie 
determinate. Aceste cinci necunoscute se pot 
obţine prin metoda regresiei, preferabil prin 
eliminare succesivă şi ţinând cont de aspectul 
derivatei care dă panta graficului. Corelarea 
valorilor constantelor, pentru a fi obţinute 
rezultate acceptabile atunci când se schimbă atât 
alunecarea cât şi unghiul de deviere, presupune 
însă o bună pregătire teoretică şi o experienţă 
bogată din partea cercetătorului. În figura 2 se 
prezintă aspectul curbelor obţinute cu relaţia (10) 
în cazul utilizării următoarelor valori: A = 0; B = 
11; C = 1.4; D = 1; E = 0 pentru forţa tangenţială 
X şi A = 0; B = 5; C = 0.5; D = 0.5; E = 0 pentru 
forţa laterală Y. 

Formula poate fi utilizată şi pentru 
surprinderea unor asimetrii între regimurile de 
tracţiune şi frânare, caz în care constantele A şi E 
vor fi diferite de zero. 

Pentru o încărcare normală şi un anumit 
coeficient de aderenţă constante, reprezentarea 
grafică a forţelor specifice tangenţială şi laterală 
în funcţie de alunecare şi de unghiul de derivă 
conduce la o suprafaţă în spaţiu şi poate fi 
realizată în două moduri. Primul mod este 
exemplificat în figura 3. 

Definind o "alunecare totală" [5], [15], cu 
ajutorul relaţiei 

s* = sin2 α  + s2.cos2α,  (11) 

se poate trece la reprezentarea forţelor tangenţială 
şi laterală în funcţie de două noi argumente, sinα 
şi s.cosα, care nu mai definesc un domeniu de 
lucru al pneului de formă dreptunghiulară, ci unul 
în formă de cerc. Atât în acest caz, cât şi în cazul 
anterior, unde se utilizau ca argumente alunecarea 
s şi unghiul de deviere laterală α, se poate obţine 
mărimea forţei de interacţiune dintre roată şi sol 
care acţionează în planul de sprijin, F, aşa cum se 
poate observa în figura 4. Astfel, pentru punctul 

de coordonate polare s* şi ϕ=arctg
tgα

s , care 

defineşte un regim de lucru oarecare al pneului, 
corespunde o forţă F având componentele 
tangenţială X=F.cosα şi laterală Y=F.sinα. 

 
Fig. 1 Dependenţa forţelor tangenţială şi laterală de 
alunecare (stânga);forţa laterală în funcţie de forţa 

tangenţială (dreapta) 
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Fig. 2 Forţele tangenţială şi laterală obţinute cu formule 
semiempirice 



 
Fig. 3 Forţa tangenţială (stânga) şi forţa laterală (dreapta) în 

funcţie de alunecare şi unghi de deviere 

 
Fig. 4 Forţa de aderenţă în coordonate polare 

În cele prezentate până acum s-a considerat că 
pneul funcţionează într-un regim staţionar. În 
cazul unui regim nestaţionar, la care atât 
alunecarea cât si unghiul de deviere ale roţii pot 
suferi modificări, forţele tangenţială şi laterală 
tind asimptotic către valorile staţionare 
corespunză-toare. Regimul nestaţionar de lucru al 
pneurilor prezintă importanţă mai ales pentru 
forţa laterală. Forma cea mai cunoscută a ecuaţiei 
care stabileşte mărimea forţei laterale în regim 
nestaţionar a fost obţinută de Schlippe şi Dietrich 
[11], [15]: 

dY
dt  = 

Yst-Y
T ,  (12) 

unde Y reprezintă valoarea curentă a forţei 
laterale, iar 

Yst = 
cα
v .

dy0
dt ,  (13) 

forţa laterală care apare în condiţii staţionare de 
deplasare (viteză de deviere laterală constantă). 
Mărimea T are dimensiune de timp şi este dată de 
relaţia 

T = 
S0
v  = 

cα
cy.v ,  (14) 

în care v reprezintă viteza de deplasare, iar 
S0=cα/cv poartă numele de lungime de intrare şi 
este aproximativ egală cu raza roţii. Coeficientul 
cα=Fv/α este rigiditatea pneului în funcţie de 
unghiul de deviere, iar cv=Fv/y0 este rigiditatea 
pneului la deformare laterală în condiţii statice (la 
v=0). Deformarea laterală y0=y1+r.γ1 se compune 
dintr-o mişcare laterală a centrului roţii, y1, şi o 
deplasare datorată modificării unghiului de 
cădere al roţii cu γ1. 

La o deviere transversală discontinuă (salt al 
roţii) la viteză constantă, forţa laterală Y se 
micşo-rează de-a lungul drumului parcurs x, 
tinzând asimptotic către zero, în conformitate cu 
relaţia 

Y = y0.cy.e-x/S0,  (15) 

ceea ce înseamnă că forţa nu este dependentă de 
timp, ci de drumul parcurs. 

Dacă devierea laterală este o funcţie 
sinusoidală y0=ya.sin(Ω.x), rezultă o forţă laterală 
Y=Ya.sin (Ω.x+η) cu raportul de amplificare 

Ya
ya

 = 
cα.Ω

1 + ⎝
⎛

⎠
⎞cα

cy
.Ω

2
  (16) 

şi unghiul de fază 

η = 
π
2 - arctg⎝

⎛
⎠
⎞cα

cy
.Ω .  (17) 

 
2. Forţa normală pe planul de sprijin 

 
Cele mai simple modele nu ţin cont de masa 

roţii şi consideră că pneul înseriat cu suspensia 
reprezintă un arc cu rigiditate constantă, având 
unul din capete fixat de masa vehiculului, iar 
celălalt urmărind profilul drumului [24].  

Alte modele utilizează caracteristici statice 
neliniare pentru rigiditate sau amortizare [13], 
[21]. În practică se constată că aceste 
caracteristici sunt puternic influenţate nu numai 
de amplitudinea oscilaţiei (caracteristicile sunt 
nelineare), dar şi de alţi factori cum sunt 



frecvenţa şi temperatura [20]. Pentru a surprinde 
şi astfel de aspecte sunt necesare modele 
complicate, plane [3], [6] sau spaţiale [17], care 
recurg sau nu la elemente finite. 

Mărimea forţei normale la suprafaţa de contact 
dintre roată şi sol Z oscilează în jurul valorii 
corespunzătoare condiţiilor statice. Pentru obţi-
nerea ei trebuie cunoscute proprietăţile elastice şi 
de amortizare ale pneurilor şi suspensiei, profilul 
drumului şi poziţia masei suspendate a 
vehiculului faţă de acesta. Sarcina normală pe 
pneu este preluată pe de o parte de aerul 
comprimat din interiorul pneului şi pe de altă 
parte de materialul pneului, astfel încât se poate 
scrie: 

Z = Za + Zc.  (18) 

Experimente efectuate asupra unor pneuri 
pentru autoturisme, autohtone şi străine, au arătat 
[19] că materialul pneului preia, în condiţii de 
exploatare obişnuite, circa 20...30% din efortul 
global. 

Componenta corespunzătoare presiunii aerului 
din interiorul anvelopei poate fi determinată 
folosind ipotezele din lucrarea [13]: presiunea 
aerului din pneu p şi lăţimea petei de contact b nu 
se modifică în timpul deplasării; pata de contact 
are forma dreptunghiulară; raza dinamică nu 
depinde de viteza de deplasare şi de momentul la 
roată. În aceste condiţii, semilungimea petei de 
contact este 

a = r02-rd2 = x.(2.r0-x),  (19) 

în care r0 şi rd reprezintă razele liberă şi dinamică 
ale pneului, iar x=r0-rd deformaţia radială a 
pneului, şi apoi 

Za = p.A = p.b.2.a = 2.p.b. x.(2.r0-x).  (20) 

În ceea ce priveşte componenta cores-
punzătoare deformării materialului, se porneşte 
de la modul de comportare al cauciucului care îşi 
micşorează rigiditatea la creşterea frecvenţei şi 
amplitudinii oscilaţiei. Lucrări recente [21], [20] 
au demonstrat ca modelul Maxwel (element 
elastic şi element amortizor ideale, care lucrează 
în paralel) nu corespunde simulării acestui 
material, rezultate net superioare fiind obţinute cu 
modelul Burgers: cuplarea unui model Maxwel în 
paralel cu un model Voigt-Kelvin (element elastic 
şi element amortizor ideale, care lucrează în 
serie). Pentru frecvenţe de lucru nu prea ridicate 
(sub 10 Hz), modelul care descrie 
comportamentul cauciucului poate fi simplificat 

prin renunţarea la amortizorul modelului Maxwel 
[4], [3]. Se ajunge astfel la o ecuaţie diferenţială 
similară cu (12): 

Zc + 
c

kst
.
dZc
dt  = kst.x + c.⎝

⎛
⎠
⎞1 + 

kdin
kst

.
dx
dt    (21) 

unde kst, kdin sunt rigidităţi, iar c coeficient de 
amortizare, toate având valori constante. În regim 
de deplasare staţionar (dx/dt=0, dZc/dt=0), relaţia 
anterioară devine 

Zcst = kst.x.  (22) 

Această relaţie, împreuna cu relaţiile (18) şi 
(20), permite determinarea rigidităţii radiale 
statice a pneului 

kst = 
Zstd - 2.pstd.b. r02-rdstd2

r0 - rdstd
,  (23) 

unde cu indicele std s-au desemnat valorile 
indicate în standardul pneului respectiv. 

Celelalte necunoscute, kdin şi c, se pot deter-
mina dacă se dispune de date experimentale cu 
privire la comportarea pneului la diferite 
frecvenţe de lucru. 

Pentru obţinerea valorilor rigidităţilor 
pneurilor s-a procedat la derivarea relaţiei (18) în 
raport cu deformaţia pneului Δrd 

kp = 
dZa
dΔrd

 = 
2.p.b.(r0-Δrd)

x.(2.r0-Δrd)
 + kst.  (24) 

Rigiditatea cvasistatică a pneului astfel deter-
minată s-a dovedit a fi în foarte bună concordanţă 
cu valorile prezentate în lucrările [18], [3] şi [7]. 

Caracteristica de amortizare a pneului, 
corespunzând disipării interne, se poate lua, cu o 
buna aproximaţie, de forma [10] 

Fp( 
  .

Δrd
 

 ) = 
0.1.kp
2.π.f  . 

  .
Δrd

 
;     Δrd = H.sin(2.π.f), (25) 

unde H şi f sunt amplitudinea şi frecvenţa ciclului 
de încărcare, iar Δ &rd  reprezintă variaţia razei 
dinamice în raport cu timpul. 

La deplasarea pe terenuri accidentate, în 
pneuri apare un consum suplimentar de energie 
[8]. Efectul global al acestui fenomen poate fi 
apreciat fie ca o rampă suplimentară pe care 
trebuie să o învingă autovehiculul [25], fie ca o 
rezistenţă la rulare suplimentară. 

Analizând oscilaţiile cuplului rezistent la 
parcurgerea unor zone cu denivelări, se pot scoate 
în evidenţă patru elemente care îl influenţează. 
Dintre acestea, variaţia razei dinamice a roţilor 
din cauza modificărilor sarcinilor verticale are 
efect opus celorlalte trei: modificarea rezistenţei 



la rulare, modificarea forţei de aderenţă şi, 
respectiv, apariţia unei forţe tangente la suprafaţa 
de sprijin. 

Unghiul dintre orizontală şi tangenta la 
suprafaţa drumului în centrul petei de contact 
depinde de rapiditatea cu care se schimbă 
înălţimea denivelărilor h în funcţie de distanţa 
parcursă x: 

tgγ = 
dh
dx . (26) 

Considerând că suportul reacţiunii normale N 
trece prin centrul roţii, componentele verticală şi 
tangenţială sunt Z=N.cosγ şi, respectiv, T=N.tgγ, 
astfel că forţa tangenţială variabilă este 

T = ΔZ.sinγ, (27) 

unde forţa Z poate fi obţinută în conformitate cu 
ecuaţiile de mişcare pe verticală ale roţii: 

Z = kp.(h-z) + cp.(
.
h
 
-
.
z
 
) = kp.(r0 - rd) - cp.

. 
rd
 

. (28) 

Momentul de aderenţă este proporţional cu 
sarcina normală pe roată Z, cu forţa tangenţială 
specifică μ şi cu raza dinamică rd. Dintre cele trei 
elemente, cea mai mare influenţă o are 
schimbarea sarcinii normale, deoarece raza 
dinamică şi forţa tangenţială specifică se modifică 
mai lent în timp. Cu aceste precizări se obţine 
variaţia momentului rezistent faţă de valoarea sa 
medie: 

ΔMrez = (μ + Δf + sinγ).ΔZ.(rd - Δrd),  (29) 

unde Δf reprezintă modificarea coeficientului de 
rezistenţă la rulare. Dacă se împarte relaţia 
anterioară la momentul rezistent mediu se obţine 

coeficientul de modificare a momentului rezistent 
în funcţie de coeficienţii similari ai rezistenţei la 
rulare, forţei verticale şi razei dinamice 

χM = 
μ + Δf + sin(arctg

dh
dx)

μ + f  . χZ . (1-χr).  (30) 

Se constată că variaţia relativă a cuplului 
rezistent total va creşte la viteze ridicate (prin 
χZ), la străbaterea unor drumuri denivelate (prin 
χZ şi dh/dx), precum şi la scăderea rezistenţelor la 
înaintare, prin μ + f. 

 
 

3. Concluzii 
 
Deşi la ora actuală există posibilitatea utilizării 

metodei elementelor finite pentru a obţine 
comportamentul pneului la interacţiunea sa cu 
calea de rulare, pentru calcule obişnuite de 
simulare a deplasării autovehiculelor pot fi 
utilizate cu succes modele mai simple, care 
permit utilizarea unor resurse hardware mai 
modeste şi o viteză de calcul mai mare. 

La această concluzie au ajuns autorii, 
combinând studiul literaturii de specialitate cu 
strădaniile proprii. În acest sens, lucrarea 
reprezentă o sistematizare a experienţei 
acumulate pe parcursul a mai multor ani de 
cercetări teoretice şi experimentale şi poate 
reprezenta un punct de plecare în realizarea de 
studii ale dinamicii de ansamblu a 
autovehiculelor pe roţi.  
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