MODELAREA INTERACTIUNII DINTRE ROATA SI SOL

Ion Preda, conf. dr. ing.
Gheorghe Ciolan, conf. dr. ing.
Universitatea Transilvania Brasov

Lucrarea reprezinti o analizd criticA a citorva modele matematice clasice, cu complexititi
moderate. in prima parte sunt prezentate modele care permit obtinerea componentelor fortei de
aderenta (tangentiald si transversald), iar in partea a doua sunt prezentate modele pentru
determinarea fortei normale pe planul de sprijin al rotii.

Toate modelele prezentate aici au fost utilizate de autorii prezentei lucriri in studii care au avut
drept scop simularea comportamentului dinamic al autovehiculelor, unele dintre acestea fiind propuse
de ei sau adaptate pentru a corespunde mai bine cerintelor.

ROAD-WHEEL INTERACTION MODELLING

The paper represents a critical analysis of some classical mathematical models, whit medium
complexity. In the first part are presented models that permit to obtain the adherence force’
components (tangential and transversal), and in the second part are showed models for the normal

force on the road surface.

All presented models were used, by the authors of this work, in studies concerning the simulation of
motor vehicle dynamic behaviour, some of mathematical models being proposed by they or adapted

for requirements better corresponding.

Interactiunea dintre roatd si sol are un rol
hotarator asupra comportamentului dinamic al
vehiculului. Interesul principal 1l prezinta
obtinerea fortelor §i momentelor care actioneaza
dupa cele trei directii (normala z, tangentiald x si
laterala y). Modelele utilizate pot avea
complexitati diferite, In concordanta cu scopurile
urmarite.

1. Fortele aflate in planul de sprijin

Cercetarile experimentale [1], [2] demonstrea-
zd ca cele doud componente ale fortei de
aderenta, fortele tangentiald X si laterald 7Y,
depind in prin-cipal de urmatorii patru parametri:
forta normald Z cu care este incdrcatd roata,
coeficientul de aderentd z, alunecarea tangentiala
s si unghiul de deviere laterala «. Studiile
teoretice care au urmadrit punerea in evidenta a
acestor dependente au fost dezvoltate in principal
pe doud directii.

Una dintre acestea incearcd stabilirea relatiilor
pornind de la fenomenele fizice care au loc la

contactul dintre roata si sol [10]. Desi laudabile,
pentru ca permit o mai bund Iintelegere a
procesului analizat, aceste eforturi nu sunt
intotdeauna incununate de succes din cauza
complexitatii si diversitatii fenomenelor de care
trebuie sa se tind seama. In aceasti situatie, fie se
obtin rezultate care diferd mult de cele
experimentale, fie sunt necesare eforturi foarte
mari (de exemplu, firma Michelin a recurs la
rezolvarea a 300000 de ecuatii pentru a descrie cu
precizie suficienta starea de solicitare a unui pneu
care ruleaza).

A doua modalitate, necesitand un efort teoretic
mult mai mic, constd In utilizarea rezultatelor
experimentale (destul de putin numeroase, de
altfel) pentru obtinerea unor relatii a céaror
valabilitate este presupusa apoi pentru mai multe
conditii de exploatare. Se poate recurge astfel la
functii de interpolare, de regresic sau pot fi
cautate relatii semiempirice.

Unghiul de deviere laterald se masoara in
planul drumului fiind unghiul dintre vectorul
viteza reald al centrului petei de contact al rotii si
directia planului median vertical al rotii.



Alunecarea tangentiala relativa dintre pneu si
cale este o marime adimensionald, definitd in
mod diferit In functie de regimul de tractiune sau
de franare

- 1 < 3
[G.OR’ dacd v <rq.oR (tractiune),

s= (1)
—1+£d%R, dacd v>rgq.0R (frﬁnare),

unde v reprezintd viteza pe directie tangentiala a
centrului rotii; 7; - raza dinamica a rotii; wg -
viteza unghiulard a rotii. Asadar, alunecarea va
lua valori in intervalul 0...1 in cazul tractiunii si
in intervalul 0..-1 in cazul franarii si rularii
libere.

In lucrarea [12] se propune urmitoarea
expresie analiticd a fortei tangentiale specifice 1n
functie de alunecare:

=y, [1,07.(1-e"15:5)-0,285.5] )

in care u reprezintd forta tangentiald specifica; 4,
- coeficientul de aderenta.

Pentru modelarea fortei laterale a pneului, in
lucrarea [22] este utilizata relatia

Y= cATl.arctg(cATz.oc), 3)

in care Y reprezinta forta laterald; « - unghiul de
deriva laterald; c4r; - rigiditatea laterala Ia
unghiuri mici de deriva; cyr» - forta laterala
maximad dependentd de incarcarea verticald. Pe
baza acestei relatii s-a stabilit expresia rigiditatii
laterale a pneului

dY ¢, +tc,Z

S da 1+ (cnl.(x) ’ “)

unde c¢; este rigiditatea laterald la unghiuri de
deriva mai mici de 4°; c¢p - variatia rigiditatii cu
sarcina verticald; ¢, - modificarea rigiditatii
laterale la unghiuri mari de deriva.

O abordare mai generala a fortelor care
actioneaza asupra pneurilor este prezentatd in
lucrarea [9], forta laterald fiind consideratd ca o
functie de reactiunea normalda Z, de forta
tangentiald X si de unghiul de deviere laterala «o:

Y =Fz(Z,0) . Fx(Z,0.X), (5)
unde
Fz= sign(oc).umy.Z. Zaj.sin(j.x.g), j=13,5
J
_ |L|, daca |OL| < AOm>
Om
1, daca |(x| > aOmp

X K

ki +[1-
! \/ iz ()
l+k1 >
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si in care Ly, Ly reprezintd respectiv coeficientii
de aderentd pe directiile tangentiald si laterald;
Oy - valoarea maxima a unghiului de deviere
laterala (functie de reactiunea normald Z2); «, &,
ks, a; - constante.

Un alt model complex (modelul Sakai) este
prezentat in lucrarea [5]. Relatiile de calcul difera
in functie de regimul de deplasare (tractiune sau
franare) pentru a se obtine usoarele asimetrii
constatate si de catre alti cercetatori [16], [23] (la
unghiuri egale de deriva, forta laterald ia valori
ceva mai mari la franare decat la tractiune, in
vreme ce se intdmpld fenomenul invers cu forta
tangentiald).

Notéand cu K, rigiditatea tangentiala la franare
(derivata fortei tangentiale 1n raport cu alunecarea
la alunecari mici si la unghiuri de deriva nule) si
cu u, coeficientul de aderentd (considerat ca nu
se modificd cu unghiul de deriva), se definesc
mai Intéi cateva functii ajutatoare:

g(s,a) = \/s2 + tgza , C

h(s,a) = 1/g(s,a),

_ Ky
3.umZ’

f(s,a) = c.g(s,a), (6)

_Jeos(ar), daca s <0,
Cl(s’a)_{l, dacis>0,

B { 1-s, dacas<0,
c2(8)= 1-s2, daci s > 0.

Pentru valori ale alunecarii si unghiului de deriva
care indeplinesc conditia gc < [, fortele
tangentiala si laterala se calculeaza cu relatiile:

X(s,0) = (Ky.(1-H2.c] + pp Z.£(3-2.0.¢)s, (7)
Y(s,a) = (cz.KX.(l—f)z.cl + um.Z.£.(3-2.9).c).tg(a),
iar in caz contrar cu relatiile
X(s,0) = um.Z.s/g (®)
Y(s,0) =\ (. 2)? - X2.

In figura 1 se prezinti rezultate obtinute prin
utilizarea modelului Sakai, la care autorii lucrarii
de fatd au modificat valoarea constantd , din
relatia (8) cu valoarea 4 obtinuta cu relatiile (9):

10 = (um+ub)/2; pa = (um-pb)/2;

su 1
ud(s) = uo - pa.sin(n.(i—_z}j -5). 9)

Graficele au fost trasate considerand Z=1 si
unghiuri de deriva constante.
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Fig. 1 Dependenta fortelor tangentiala si laterala de
alunecare (stanga);forta laterala in functie de forta

tangentiala (dreapta)
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Fig. 2 Fortele tangentiala si laterala obtinute cu formule
semiempirice

Cautdrile unei "formule magice" empirice,
care sa fie valabila atat pentru fortele tangentiale,
cat si pentru fortele laterale, se pare cd au fost

incununate de succes. Astfel, in lucrarea [16] se
da urmatoarea functie:

y(x)=A+D.sin(C.arctg(B.x-E.(B.x-arctg(B.x)))),
(10)

in care 4, B, C, D si E sunt constante care trebuie
determinate. Aceste cinci necunoscute se pot
obtine prin metoda regresiei, preferabil prin
eliminare succesiva si tinand cont de aspectul
derivatei care da panta graficului. Corelarea
valorilor constantelor, pentru a fi obtinute
rezultate acceptabile atunci cand se schimba atat
alunecarea cat si unghiul de deviere, presupune
insd o buna pregatire teoreticd si o experientd
bogati din partea cercetitorului. In figura 2 se
prezinta aspectul curbelor obtinute cu relatia (10)
in cazul utilizarii urmatoarelor valori: A =0; B =
11; C=1.4; D= 1; E = 0 pentru forta tangentiala
XsiA=0;B=5;C=0.5;D=0.5; E =0 pentru
forta laterala Y.

Formula poate fi utilizatd i pentru
surprinderea unor asimetrii intre regimurile de
tractiune si franare, caz in care constantele 4 si £
vor fi diferite de zero.

Pentru o 1incdrcare normald si un anumit
coeficient de aderentd constante, reprezentarea
graficd a fortelor specifice tangentiala si laterald
in functie de alunecare si de unghiul de deriva
conduce la o suprafatd in spatiu si poate fi
realizatd 1n doud moduri. Primul mod este
exemplificat in figura 3.

Definind o "alunecare totala" [5], [15], cu
ajutorul relatiei

s* = \/sin2 o +s2.cos2a,

(11)

se poate trece la reprezentarea fortelor tangentiala
si laterald in functie de doud noi argumente, sina
si s.cosa, care nu mai definesc un domeniu de
lucru al pneului de forma dreptunghiulara, ci unul
in forma de cerc. Atat in acest caz, cat si in cazul
anterior, unde se utilizau ca argumente alunecarea
s s1 unghiul de deviere laterala «, se poate obtine
mdrimea fortei de interactiune dintre roatd si sol
care actioneaza in planul de sprijin, F, aga cum se
poate observa in figura 4. Astfel, pentru punctul

ga

. 5
de coordonate polare s* si @=arctg o care

defineste un regim de lucru oarecare al pneului,
corespunde o fortda F avand componentele
tangentiald X=F.cosa si laterald Y=F.sina.



Fig. 3 Forta tangentiala (stanga) si forta laterald (dreapta) in
functie de alunecare si unghi de deviere
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Fig. 4 Forta de aderenta in coordonate polare

In cele prezentate pana acum s-a considerat ci
pneul functioneazi intr-un regim stationar. In
cazul unui regim nestationar, la care atat
alunecarea cat si unghiul de deviere ale rotii pot
suferi modificari, fortele tangentiald si laterald
tind asimptotic catre valorile stationare
corespunza-toare. Regimul nestationar de lucru al
pneurilor prezintd importantd mai ales pentru
forta laterala. Forma cea mai cunoscuta a ecuatiei
care stabileste marimea fortei laterale in regim
nestationar a fost obtinuta de Schlippe si Dietrich
[11], [15]:
unde Y reprezintd valoarea curenta a fortei
laterale, iar

cg d
Yst:_a_m (13)

v dt’
forta laterala care apare in conditii stationare de
deplasare (vitezd de deviere laterala constantd).
Mairimea 7 are dimensiune de timp si este datd de
relatia

7-30_fa (14)
\% Cy.V

in care v reprezintd viteza de deplasare, iar
So=cy/c, poartd numele de lungime de intrare si
este aproximativ egald cu raza rotii. Coeficientul
co=F/a este rigiditatea pneului in functie de
unghiul de deviere, iar c¢,=F\/y, este rigiditatea
pneului la deformare laterala in conditii statice (la
v=(). Deformarea laterala y,=y;+r.y se compune
dintr-o migcare laterala a centrului rotii, y;, $i o
deplasare datoratd modificarii unghiului de
cadere al rotii cu y;.

La o deviere transversald discontinua (salt al
rotii) la vitezd constantd, forta laterald Y se
micso-reazd de-a lungul drumului parcurs x,
tinzand asimptotic citre zero, in conformitate cu
relatia

Y= yo.cy.e‘X/SO, (15)

ceea ce inseamnd ca forta nu este dependenta de
timp, ci de drumul parcurs.

Daca devierea laterala este o functie
sinusoidala yy=y,.sin({2x), rezulta o forta laterala
Y=Y,.sin (£2x+n) cu raportul de amplificare

Y, Cq-82

Ya 2 (16)
1+ (9%2)
%y
si unghiul de faza
T c
n=s-- arctg(—”‘.Q). (17)
2 Cy

2. Forta normala pe planul de sprijin

Cele mai simple modele nu tin cont de masa
rotii si considera cd pneul inseriat cu suspensia
reprezintd un arc cu rigiditate constantd, avand
unul din capete fixat de masa vehiculului, iar
celalalt urmarind profilul drumului [24].

Alte modele utilizeazd caracteristici statice
neliniare pentru rigiditate sau amortizare [13],
[21]. In practici se constati ci aceste
caracteristici sunt puternic influentate nu numai
de amplitudinea oscilatiei (caracteristicile sunt
nelineare), dar si de alti factori cum sunt



frecventa si temperatura [20]. Pentru a surprinde
si astfel de aspecte sunt necesare modele
complicate, plane [3], [6] sau spatiale [17], care
recurg sau nu la elemente finite.

Marimea fortei normale la suprafata de contact
dintre roatd si sol Z oscileazd in jurul valorii
corespunzitoare conditiilor statice. Pentru obti-
nerea ei trebuie cunoscute proprietatile elastice si
de amortizare ale pneurilor §i suspensiei, profilul
drumului §i pozitia masei suspendate a
vehiculului fatd de acesta. Sarcina normald pe
pneu este preluatdi pe de o parte de aerul
comprimat din interiorul pneului si pe de alta
parte de materialul pneului, astfel incat se poate
scrie:

Z=27,+Z, (18)

Experimente efectuate asupra unor pneuri
pentru autoturisme, autohtone si straine, au aratat
[19] cd materialul pneului preia, in conditii de
exploatare obisnuite, circa 20...30% din efortul
global.

Componenta corespunzatoare presiunii aerului
din interiorul anvelopei poate fi determinata
folosind ipotezele din lucrarea [13]: presiunea
aerului din pneu p si latimea petei de contact b nu
se modifica in timpul deplasarii; pata de contact
are forma dreptunghiulard; raza dinamicd nu
depinde de viteza de deplasare si de momentul la
roatd. In aceste conditii, semilungimea petei de
contact este

a=1/rp%-r4? = \x.(2.19-%), 19)

in care ry si ry reprezinta razele libera si dinamica
ale pneului, iar x=ryp-r; deformatia radiala a
pneului, si apoi

Z,=p.A=pbla= 2.p.b.\/x.(2.r0—x). (20)

In ceea ce priveste componenta cores-
punzatoare deformarii materialului, se porneste
de la modul de comportare al cauciucului care isi
micsoreaza rigiditatea la cresterea frecventei si
amplitudinii oscilatiei. Lucrari recente [21], [20]
au demonstrat ca modelul Maxwel (element
elastic si element amortizor ideale, care lucreaza
in paralel) nu corespunde simuldrii acestui
material, rezultate net superioare fiind obtinute cu
modelul Burgers: cuplarea unui model Maxwel in
paralel cu un model Voigt-Kelvin (element elastic
si element amortizor ideale, care lucreaza in
serie). Pentru frecvente de lucru nu prea ridicate
(sub 10 Hz), modelul care descrie
comportamentul cauciucului poate fi simplificat

prin renuntarea la amortizorul modelului Maxwel
[4], [3]. Se ajunge astfel la o ecuatie diferentiala
similara cu (12):

c dZ;_ ( kdin)%
Zotigar ks rel R g Q1)

unde ky, kan sunt rigiditdti, iar ¢ coeficient de
amortizare, toate avand valori constante. In regim
de deplasare stationar (dx/dt=0, dZ/dt=0), relatia
anterioard devine

Zest = kst-X. (22)

Aceasta relatie, impreuna cu relatiile (18) si
(20), permite determinarea rigiditatii radiale
statice a pneului

_ Zgtd - 2.pstg b \rZ-rgerg?

0 - I'dstd ’
unde cu indicele std s-au desemnat valorile
indicate 1n standardul pneului respectiv.

Celelalte necunoscute, kg, si ¢, se pot deter-
mina dacd se dispune de date experimentale cu
privire la comportarea pneului la diferite
frecvente de lucru.

Pentru  obtinerea  valorilor  rigiditatilor
pneurilor s-a procedat la derivarea relatiei (18) in
raport cu deformatia pneului Ary

o — dZ., :Z.p.b.(rn-Ard)+ (24)
P dArg VX.(2.19-Arg) st

Kt (23)

Rigiditatea cvasistaticd a pneului astfel deter-
minata s-a dovedit a fi in foarte buna concordanta
cu valorile prezentate in lucrarile [18], [3] si [7].

Caracteristica de amortizare a pneului,

......

buna aproximatie, de forma [10]
) 0.1.k ) .
Fo(Arg) = ﬁ .Arg;  Arg=HsinQ2.nf), (25)

unde H si f'sunt amplitudinea si frecventa ciclului
de incarcare, iar Ar, reprezintd variatia razei

dinamice in raport cu timpul.

La deplasarea pe terenuri accidentate, in
pneuri apare un consum suplimentar de energie
[8]. Efectul global al acestui fenomen poate fi
apreciat fie ca o rampa suplimentard pe care
trebuie sa o invingd autovehiculul [25], fie ca o
rezistenta la rulare suplimentara.

Analizand oscilatiile cuplului rezistent la
parcurgerea unor zone cu denivelari, se pot scoate
in evidentd patru elemente care il influenteaza.
Dintre acestea, variatia razei dinamice a rotilor
din cauza modificarilor sarcinilor verticale are
efect opus celorlalte trei: modificarea rezistentei



la rulare, modificarea fortei de aderentd si,
respectiv, aparitia unei forte tangente la suprafata
de sprijin.

Unghiul dintre orizontala si tangenta Ila
suprafata drumului in centrul petei de contact
depinde de rapiditatea cu care se schimba
inaltimea deniveldrilor 4 in functie de distanta
parcursa x:

tgy = % : (26)

Considerand ca suportul reactiunii normale N
trece prin centrul rotii, componentele verticald si
tangentiald sunt Z=N.cosy si, respectiv, T=N.tgy,
astfel cd forta tangentiala variabila este

T = AZ.siny, (27)

unde forta Z poate fi obtinutd in conformitate cu
ecuatiile de migcare pe verticala ale rotii:

7= kp.(h-z) + cp.(h-z) = kp.(ro -1g) - cpd- (28)

Momentul de aderentd este proportional cu
sarcina normald pe roatd Z, cu forta tangentiald
specificd 4 si cu raza dinamica r;. Dintre cele trei
elemente, cea mai mare influenta o are
schimbarea sarcinii normale, deoarece raza
dinamica si forta tangentiala specifica se modifica
mai lent in timp. Cu aceste precizéri se obtine
variatia momentului rezistent fatd de valoarea sa

medie:
AMyey = (U + Af + siny). AZ.(rq - Arg), (29)

unde Af reprezintd modificarea coeficientului de
rezistentd la rulare. Dacd se Imparte relatia
anterioard la momentul rezistent mediu se obtine
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coeficientul de modificare a momentului rezistent
in functie de coeficientii similari ai rezistentei la
rulare, fortei verticale si razei dinamice

. dh
p+ Af+ s1n(arctg&)
ptf

AM = Az - (1-xp), (30)

Se constatd ca variatia relativd a cuplului
rezistent total va creste la viteze ridicate (prin
¥z), la strabaterea unor drumuri denivelate (prin
Jz $1 dh/dx), precum si la scaderea rezistentelor la
inaintare, prin u + f.

3. Concluzii

Desi la ora actuala exista posibilitatea utilizarii
metodei elementelor finite pentru a obtine
comportamentul pneului la interactiunea sa cu
calea de rulare, pentru calcule obisnuite de
simulare a deplasarii autovehiculelor pot fi
utilizate cu succes modele mai simple, care
permit utilizarea unor resurse hardware mai
modeste si o viteza de calcul mai mare.

La aceastd concluzie au ajuns autorii,
combinand studiul literaturii de specialitate cu
stradaniile proprii. In acest sens, lucrarea
reprezentd o sistematizare a  experientei
acumulate pe parcursul a mai multor ani de
cercetdri teoretice si experimentale si poate
reprezenta un punct de plecare in realizarea de
studii ale dinamicii de ansamblu a
autovehiculelor pe roti.
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