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ECUATIA GENERALA DE MISCARE — NIMIC MAI SIMPLUI?
THE GENERAL EQUATION OF MOTION - NOTHING SIMPLER!?
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aceste performante cu ajutorul unei
singure ecuatii diferentiale, numite
ecuatie generald de miscare. Forma

acesteia

_ Fe—ZR _ Fr—(Rr+Rp+Ra)
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(1)
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se regiseste in numeroase lucriri de specialitate (de ex. [13][3][8][2]).
Ecuatia (1) este folosita nu numai pentru calculul acceleratiilor pozitive
sau negative (la demaraj sau la franare), dar si, prin particularizare, la aflarea
altor aspecte importante ale dinamicii autovehiculului: viteza maxima,
rampa maxima, performantele necesare ale motorului sau raporturile de
transmitere.

In ecuatia (1), notatiile folosite au urmaitoarele semnificatii: a — acceleratia
instantanee a autovehiculului; F, — forta la roata totala; R - rezistenta la
rulare a autovehiculului; RP —rezistenta pantei; R_—rezistenta aerodinamica;
m_ —masa aparentd a autovehiculului.

In timpul deplasirii, autovehiculul interactioneazi cu mediul (gravitatia,
aerul si terenul). Prin interactiunea autovehiculul cu mediul apar

a

Fig. 1. Model dinamic combinat utilizabil pentru studiul regimurilor
tranzitorii ale unui autovehicul:

a) model plan cu schema fortelor exterioare care actioneazi asupra
autovehiculului la mersul in linie dreaptd; b) model plan pentru studiul
oscilatiilor de translatie verticale si a incircarii pneurilor si elementelor
suspensiei; c) model cu volanti, arbori si elemente de cuplare idealizate
pentru studiul aderentei, oscilatiilor de torsiune si al functionarii
elementelor de cuplare din transmisie

intotdeauna trei rezistente (figura 1.2): RP la interactiunea sa cu gravitatia;
R lainteractiunea cu aerul atmosferic i R la interactiunea tuturor rotilor cu
solul. Termenul IR care apare in ecuatia (1) reprezinta suma rezistentelor
lainaintare: YR =R + R +R.
Dar pentru a se putea deplasa, autovehiculul trebuie si genereze insa si forte
motoare (forte active) care s poatd invinge, sau micar sa echilibreze, fortele
rezistente (fortele pasive) amintite anterior. Pentru aceasta, autovehiculul
nu are la dispozitie decit tot interactiunea cu mediul. Desi propulsarea cu
ajutorul gravitatiei sau aerului este posibila, in general aceasta se realizeaza
prin interactiunea rotilor cu solul, prin procesul fizic numit aderenti.
Forta de aderenti generata de o roati actioneaza in planul suprafetei de
contact dintre roati si sol si poate avea orice orientare in acest plan. Pentru
ca aparitia ei si fie posibila este nevoie de doui elemente: contact intre roata
si sol (o fortd de reactiune a solului pe directie perpendiculari pe suprafata
de contact — precum Zsi Z in figura 1.a) si 0 anumita alunecare (sau micar
o tendinta de alunecare) intre roata si sol.
Astfel, forta de aderenti a unei roti poate fi calculata cu relatia
_ )
Faa = nE(4) Z
in care p este coeficientul de aderentd, Z — reactiunea normali a solului, X
— coeficientul de alunecare totala (cu valori absolute cuprinse in intervalul
0...1), iar § - forta de aderentd specifici, adica raportul dintre forta de
aderenti curenti si forta de aderentd maxims; § este o functie de\, avind o
forma tipica precum cea din figura 2 si valori absolute cuprinse de asemena
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Fig. 2. Caracteristica tipica de rulare a pneului: reprezentarea fortei de
aderent specifice § in functie de coeficientul de alunecare A

inintervalul 0...1.

Componenta X, pe directia de deplasare a fortei de aderenta insumate
de la toate rotile va contribui, alituri de rezistenta pantei si de rezistenta
aerodinamici la accelerarea, decelerarea sau mentinerea constanti a vitezei
autovehiculului.

Pentru a afla acceleratia autovehiculului, trebuie si aplicim legea a doua a
dinamicii (a Iui Newton), care spune ca pentru a afla acceleratia unui corp
pe o anumiti directie trebuie s impértim componenta pe acea directie a
sumei fortelor exterioare la masa corpului. In conformitate cu figura 1.a,
pentru directia de mers inainte, directia x, ecuatia de miscare devine:

_ TFesx _ Xeor—(Rp+Ra)

m m

3)

a

unde XF__ reprezinta suma fortelor exterioare care actioneazi asupra
autovehiculului pe directia x (numiti si rezultanta fortelor exterioare sau
forta neta pe acea directie).

Se constati ci intre ecuatiile (1) si (3) exista diferente. Sa precizim mai intai in
ce constau acestea. In ecuatia (3) apare componenta fortei de aderenti totale
pe directia de deplasare X, pe cand in ecuatia (1) gisim forta la roata total F,.
O alti diferent3 intre ecuatiile (1) si (3) consta in aparitia masei aparente m_in
prima, respectiv a masei reale m in cea de a doua. In fine, cea de a treia diferenti
este reprezentatd de lipsa explicita a rezistentei la rulare R in ecuatia (3). Pentru
aceastd ultima constatare, explicatia este insa simpli: componenta pe directia de
mers a fortei de aderenti a unei roti nemotoare (cu valoare negativa) este chiar
rezistenta la rulare a acelei roti (in figura 1.2, unde s-a considerat un autoturism cu
tractiune fat, X =R ), iar o component3 poritiva pe directia de mers a fortei de
aderentd a unei roti motoare poate si apara doar dac a fost invinsa rezistenta la
rulare a acesteia.

Despre ecuatia (3) se poate afirma cu certitudine ci e corect3, pentru ca este o parti-
cularizare a unei legi cu acceptare generali. Si atunci de ce se utilizeazi cu precadere
ecuatia (1) sinu cea care stim sigur ci e corecti? Probabil i explicatia utilizarii atat
de frecvente a ecuatiei (1) se datoreazi in cea mai mare masuri faptului c3, prin
forta la roatd totala F,, performantele de demarare ale autovehiculului se rapor-
teazd in mod direct la performantele motorului si transmisiei, respectiv la cele ale
sistemului de frinare si, prin aceasta la actiunile imediate ale conducitorului.

In continuare, si vedem daci ecuatia generald de miscare (1) inlocuieste
corect ecuatia (3).

Incepand cu fortala roats, trebuie spus ci aceasta nu este o forti exterioara

ce actioneazi asupra autovehiculului, ci este o marime conventionala, care
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nu poate fi misurati direct. Ea depinde de momentul motorului, de carac-
teristicile transmisiei si de razele dinamice r, ale tuturor rotilor motoare ale
autovehiculului prin urmitoarea ecuatie de definitie:

] -"’R!
Fp = E mo
R jml raj

(4)
in care M, este momentul la roatd, j indici o roati motoare oarecare, iar N,
reprezinta numarul total al rotilor motoare.

Este necesar si se arate ca adesea forta la roatd se confundi cu forta de
tractiune, desi acestea inseamna lucruri diferite. Daci pentru o roati forta
la roati este raportul dintre momentul la roata si raza sa dinamica, forta de
tractiune este componenta fortei de aderenta pe directia longitudinali a
rotii.

In schimb, forta de aderenti totald si componenta sa pe directia de mers
X, nu depind explicit de motor, transmisie si frine (ecuatia 2), ci doar de
yistoria” deplasarii vehiculului (de pozitia instantanee in spatiu a autove-
hiculului, prin Z, p si forma functiei §, respectiv de valorile instantanee ale
vitezei de translatie a autovehiculului si vitezelor unghiulare ale rotilor, prin
A —ecuatia 12).

Intr-adevir, nu existi o legatur direct3, intre forta la roati si forta de aderents,
precum nu existd o astfel de legitura intre comenzile conducitorului auto
si raspunsul autovehiculului! Aceasta inseamna ci autovehiculul nu poate fi
condus? Ba da, dar numai intr-un final si ca urmare a unui proces complex si
afectat de intarzieri, care leaga actiunea conducitorului auto de schimbarea
vitezei autovehiculului. Astfel, actiondnd pedalele de acceleratie, de ambreiaj
si de frina sau levierul cutiei de viteze, conducatorul determini modificarea
momentului la roata (de antrenare sau de frinare), ceea ce inseamna ca modi-
fica forta la roatd. Ca urmare se modifica acceleratiile unghiulare ale rotilor
motoare care determini in timp schimbarea vitezelor lor de rotatie. Rezultatul
este schimbarea marimii alunecirii, care determina modificarea fortelor de
aderenti. Fortele de aderenta insumate de la toate rotile modifica acceleratia
autovehiculului si in final se produce schimbarea vitezei de deplasare dorite
de conducitor, dar probabil nu la nivelul dorit de acesta. Ca urmare, conduci-
torul va face corectii ale comenzilor sale pentru a apropia raspunsul autovehi-
culului de cel pe care il dorea. Asadar controlul dinamicii unui autovehicul nu
este un proces instantaneu si proportional cu comenzile date, ceea ce, printre
altele, face necesar scoala de conducere si capatarea de experienta.

Daci se depaseste o anumiti valoare a fortei la roata comandate de sofer,
procesul de generare a aderentei devine unul extrem de instabil, deoarece,
la cresterea nivelului comenzii, forta de aderentd va scidea (invers decat
agteptarea conducitorului). Pentru redobandirea unei legaturi progresive
si stabile intre comenzi si forta de aderents, forta la roatd trebuie redusa
destul de mult i cit mai rapid, lucru pe care il pot face doar conducatorii
experimentati §i nici ei chiar intotdeauna.

Prin aceasta se poate constata ca modificarea fortei la roata nu va conduce
intotdeauna la modificarea performantelor dinamice ale autovehiculului in
sensul dorit.

Pentru ca suntem rii si avem ceva cu ecuatia generald de migcare (1), sa
incercam si-i mai gasim si alte probleme!

Un prim exemplu: dorim sa utilizim relatia pentru pornirea de pe loc
(demarare de la vitezi zero). In aceasti situatie motorul functioneazi (are
0 anumiti viteza unghiulari), dar rotile nu se rotesc, deoarece autovehiculul
este imobil. In acest caz rezulti ci raportul de transmitere este infinit si atunci
si masa aparenta este infinitd (aga cum indici ecuatia 21, gisitd in cvasi-
totalitatea cartilor de dinamica autovehiculelor). Cum numaritorul fractiei
(suma fortelor care actioneaza asupra autovehiculului) are o valoare finita
(cuplul maxim transmis de un ambreiaj sau un convertizor hidrodinamic
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de cuplu nu pot depasi anumite valori maxime), rezulti ci autovehiculul nu
poate porni din loc, deoarece acceleratia sa este zero. Evident, acest rezultat
este incorect: in realitate, autovehiculul porneste.

Un al doilea exemplu: desi toate marimile care intervin in ecuatia (1) riman
practic la fel, stim cu totii ci un autovehicul va demara mult mai lent pe
gheati decit pe asfalt uscat.

Si atunci, unde este problema?

Cauza rezultatului incorect constd in aceea ca ecuatia a fost determinati
pentru anumite conditii si este aplicata (ca in cele doua exemple) pentru
altele, diferite de cele presupuse. Din picate, in majoritatea lucririlor
care prezintd ecuatia generald de miscare, aceste conditii si ipoteze sunt
insuficient sau chiar prea putin precizate, ceea ce face ca ecuatia sa fie
utilizata adesea pentru situatii neconforme, conducénd astfel la rezultate
incorecte sau chiar paradoxale.

Dar si incercim si gisim unde e greseala. Pentru aceasta ar trebui sa folosim
o abordare sistematicd. Si, evident, si construim un model.

Sa considerim un autovehicul cu doud punti (de ex. cu tractiune pe rotile
din fat3, ca in figura 1) si si vedem mai intai care sunt componentele
mecanice implicate in realizarea demarajului.

Vom incepe cu corpul autovehiculului (caroseria), rotile motoare si rotile
nemotoare (S corpuri). Dar rotile motoare trebuie s fie antrenate (puse in
migcare). Pentru aceasta este nevoie de (cel putin) un motor. Daci acesta
este unul termic (aga cum este situatia, inci, la marea majoritate a autove-
hiculelor actuale), atunci acesta trebuie si fie combinat cu o transmisie,
care sd permita transmiterea puterii la distantd, impartirea puterii la rotile
motoare §i compensarea unor dezavantaje ale motorului termic (precum
imposibilitatea de a porni sub sarcing, de a functiona la turatii reduse, de a
isi schimba sensul de rotatie si de a se putea adapta la totalitatea conditiilor
de deplasare ale autovehiculului). Rezulti ci transmisia va trebui si contin
arbori, un diferential, un reductor (pentru micsorarea turatiei), o cutie de
viteze (pentru schimbarea raporturilor de transmitere) si un ambreiaj sau
un convertizor hidrodinamic de cuplu (pentru pornirea din loc).

Deoarece in timpul demarajului trebuie cuplate si decuplate atit un
ambreiaj, cit si un dispozitiv de schimbare a treptelor de viteze (de obicei,
un sincronizator), insemni ci pentru antrenarea rotilor motoare mai trebuie
considerate inci cel putin 2 corpuri echivalente (figura 1.c): volantul (cu
arborele cotit) al motorului si arborele de intrare al cutiei de viteze (evident,
considerindu-se inertia tuturor pieselor solidare la migcare cu acestea).
Aceasta inseamnd ca cel mai simplu model care ar putea fi folosit pentru
studiul demarajului unui autovehicul trebuie sa includa minim 7 corpuri’.
Deoarece fiecare corp poate avea 6 grade de libertate (trei translatii si trei
rotatii), rezultd 6x7=42 grade de libertate (GdL), adica ar trebui 42 de
ecuatii diferentiale de migcare!!!

Dar si ne reamintim c Albert Einstein a spus (se pare, insd, intr-un alt
context): ,Everything should be made as simple as possible, but not
simpler”, adici , Totul ar trebui sa fie (ficut) cit se poate de simplu, dar nu
mai simplu”. Si ne ocupdm de prima parte a acestei maxime si sa incercim
sa simplificim modelul autovehiculului.

S1. Atat pentru arborele cotit al motorului cét si pentru arborele primar
al cutiei de viteze se poate folosi doar un singur grad de libertate: rotatia
in jurul axei de simetrie (figura 1.c); prin aceasta sunt anulate cinci grade

1. Adesea, mai corect ar fi sa se considere incd un corp in plus, adica 8 corpuri.
Pentru reducerea vibratiilor torsionale, la autoturismele moderne se foloseste un
sistem de amortizare cu volant dublu (intre cei doi volanti pot aparea rotatii relative
de +60°), iar la autovehiculele care nu au un astfel de sistem, dar au ambreiaj cu
amortizor de vibratii torsionale, intre discul de frictiune si arborele primar al cutiei
de viteze pot apdrea de asemenea misciri relative mari, de £7°.

de libertate pentru fiecare dintre cele doua corpuri echivalente; numarul
gradelor de libertate ale modelului se va reduce cu 5x2=10. Modelul rimane
cu42-10=32 GdL.

Daci aceasta reducere a complexitatii modelului (pare ci) este justificabila,
pentru a mai face si altele trebuie si se recurgi la noi ipoteze simplificatoare,
ceva mai greu de acceptat.

S2. O astfel de ipoteza care se face aproape intotdeauna la studierea proce-
sului de demarare este aceea ci autovehiculul se deplaseazi in linie dreapta.
Aceasta ipoteza va avea mai multe implicatii:

e Corpul autovehiculului nu se va deplasa lateral (nu se va clitina) si nu
va avea migcare de giratie; astfel se elimina 2 grade de libertate, iar modelul
ramane cu 32-2=30 GdL.

e Fiecare roatd nu poate avea decit o miscare pland, adica va avea doar trei
grade de libertate: rotatia in jurul axei si doud translatii: de siltare (ridicare-
coborare) si de zvacnire (inainte-inapoi); se elimina astfel 3x4=12 GdL, iar
modelul va avea 30-12=18 GdL.

e Drumul nu este inclinat lateral.

e Nuexisti componente laterale ale fortelor simomentelor aerodinamice.
e Fortele de aderenta de la roti au doar o componenta longitudinala,
care se suprapune cu directia de miscare a autovehiculului (toata forta de
aderenti este folositd doar pentru demarare sau frinare, nu §i pentru virare
sau pentru impiedicarea alunecirii laterale).

S3. Urmatoarea ipoteza care se face este cea a simetriei comportamentului
rotilor din stinga i din dreapta. Prin aceasta autovehiculul cu patru roti
devine un vehicul cu doui roti echivalente, adica un fel de motocicleti care
merge doar in linie dreapt3, figura 1.asib.

e DPrin aceasta se elimina gradele de libertate considerate anterior pentru
doui roti (3x2=6 GdL). Modelul va avea acum 18-6=12 GdL.

e Corpul autovehiculului nu va mai putea avea miscare de ruliu; astfel se
mai elimind un grad de libertate si modelul va avea 12-1=11 GdL.

Ipoteza simetriei comportamentului rotilor din stnga si din dreapta presu-
pune si indeplinirea conditiilor de mai jos, care insa sunt greu de presupus
ca se intdmpla in realitate:

e Profilul vertical al drumului si coeficientii de aderentd i de rezistenta la
rulare sunt identici la rotile din stinga si din dreapta.

o Incircarea autovehiculului este simetrici stinga-dreapta.

e Rotile aceleiasi punti (din stinga si din dreapta) sunt identice si au un
comportament identic.

e Diferentialul distribuie momentul in parti egale la cele doua roti.

e Apisarea normala pe drum exercitatd de cele doua roti ale unei punti
este identicd. Dar, la autovehiculele cu motor dispus longitudinal, aceasta
ipoteza nu poate fi indeplinitd daci motorul genereazi moment (din cauza
momentului reactiv aplicat puntii motoare)!

S4. Incheiem pentru moment cu urmitoarea ipotezi: cele doua roti echi-
valente, din fata si din spate, ale modelului nu au joc longitudinal fati de
corpul autovehiculului, ceea ce inseamni ca acceleratiile lor de translatie
vor f1 identice cu acceleratia corpului autovehiculului. Prin aceasta se mai
elimind 2 GdL si modelul riméane cu 11-2=9 GdL.

Din picate, in cirtile in care se trateaza dinamica autovehiculelor sunt foarte
rar prezentate toate aceste ipoteze, care ar permite sa se inteleaga mai bine
limitarile pe care le au modelele folosite pentru demonstratii.

In acest moment al prezentirii, si facem o scurti recapitulare a corpurilor si
gradelor lor de libertate considerate pana acum si care au condus la modelul
din figura I:

e corpul autovehiculului are 3 GdL: zvacnire (tr. pe X), siltare (tr. pe Z)
si tangaj (rot. pe Y);

1"
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Fig. 3. Rezultate obtinute prin simulare (a) si experiment (b) privind demararea unui autoturism 4x4 experimental [10];

a— sus: m si dfa — turatia motorului si a discului de frictiune al ambreiajului, al — alunecarea rotilor motoare din spate, csi — forta tangentiala specifici a rotilor
motoare din spate; a —jos: m, dfa, cvs, plf si pls — momentele de torsiune (reduse la volant) ale motorului, discului de frictiune al ambreiajului, arborelui

secundar al cutiei de viteze, al rotilor motoare din fata si din spate; b (de sus in jos) — momentul transmis de ambreiaj, turatiile motorului si discului de

frictiune al ambreiajului, acceleratia i viteza autovehiculului, momentul la rotile din spate, momentul la rotile din fata

e roata echivalenta nemotoare are 2 GdL: saltare si rotatie pe Y;

e roata echivalenta motoare are 2 GdL: siltare si rotatie pe Y;

e arborele primar echivalent al cutiei de viteze are 1 GdL: rotatie;

e arborele cotit echivalent al motorului are 1 GdL: rotatie.

Asadar sunt 9 GdL in total, aga cum s-a calculat anterior.

Fara s permitd studiul a numeroase aspecte, un astfel de model permite
surprinderea unui numir destul de mare de fenomene care apar pe parcursul
demarajului sau frandrii unui autovehicul (precum cuplarea ambreiajului,
schimbarea treptelor de vitezi, aparitia vibratiilor torsionale din sistemul de
propulsie sau a smuciturilor pe directia de inaintare, relaxarea transmisiei
dupi cuplarea ambreiajului) si poate da rezultate foarte apropiate de cele
obtinute experimental, ca cele prezentate in figura 3 [10].

Un astfel de model cu 9 GdL permite si calculul principalelor momente
de torsiune si forte care apar la demaraj sau frinare si care solicita
componentele autovehiculului, dar si estimarea puterilor si energiilor care
se pierd prin patinarea convertizorului hidrodinamic [ 1] sau a ambreiajului,
sincronizatorului sau rotilor [10].

In prezent, inginerii proiectanti, parci parafrazindu-l pe Albert Einstein,
incercand s faci arborii cit mai usori, ii fac si mai putin rezistenti (dar nu chiar
intr-atat incat s nu mai functioneze corect sau si se rupi). Aceasta inseamni
ci vibratiile torsionale pot s aibi amplitudini destul de mari (figura 3) si si
conduci la aparitia unor solicitiri mecanice mult mai mari dect cele statice.
Inintentia noastri de a ne apropia de o singur ecuatie diferentiali de miscare
trebuie si recurgem in continuare la adoptarea unor noi ipoteze.

SS. De obicei, la simplificarea in continuare a modelului se incepe cu conside-
rarea unei rigiditati foarte mari a arborilor (ceea ce tocmai am aritat ci nu este
adevirat). Considerind ci mufa sincronizatorului este cuplati si ci arborii
sunt absolut rigizi la torsiune, corpurile arbore primar al cutiei de viteze si
roati motoare (J siJ in figura l.c) s-ar comporta cu un singur volant, care
se roteste in jurul axei rotii motoare. Numarul gradelor de libertate (si al
ecuatiilor de migcare) s-ar reduce la 9-1=8 GdL. Aceasta va presupune insi ci
studiul demarajului se poate face doar considerind ca o treapta de vitezi este
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deja cuplati si este pastrata neschimbata pe toata durata simulérii.

S6. Urmitoarea ipotezi simplificatoare ar fi ca razele dinamice ale rotilor
nu se modifici in timpul demarajului. Prin aceasta modelul se simplifica
la 8-2=6 GdL, pentru ca rotile nu mai pot avea miscare de saltare. Aceasta
ipotezd este departe de a fi corectd: denivelirile terenului, schimbarea
incircarii dinamice pe roatd, aplicarea unui moment variabil de antrenare
(Figura 4) sau de franare sau modificarea turatiilor rotilor conduc toate la
modificiri importante ale valorii razei dinamice fata de cea statici. In plus,
recurgerea la aceasta ipotezi va conduce la pierderea unor fenomene foarte
interesante, care apar, de exemplu la pornirea din loc a autovehiculelor cu
cutie de distributie fird diferential interaxial [10], la care, in regim 4x4, se
solidarizeaza la rotatie rotile din fati cu cele din spate®.

§7. O altaipoteza care poate permite reducerea numarului de grade de liber-
tate este si se considere ca migcarile de tangaj si de siltare ale caroseriei nu
se pot produce. Ar riméne astfel 6-2=4 GdL: rotatia arborelui cotit al moto-
rului, rotatia rotii motoare, rotatia rotii nemotoare si translatia caroseriei.
Si aceste ipoteze sunt greu de acceptat (chiar daci s-ar considera un drum
neted si fara variatii bruste ale inclinarii longitudinale).

Pe de o parte, la viteze mari, componenta normala pe cale a fortei
aerodinamice poate deveni importanti, producind portanti la
autovehiculele obisnuite (forta F_ in figura l.a), respectiv deportanti
(portanti negativi sau apasare) la automobilele sport sau de curse. Aceste
influente ar modifica razele dinamice ale rotilor si deformatiile arcurilor
suspensiei (daci aceasta existi), generand sltarea si tangajul caroseriei.

Pe de alta parte, ipoteza lipsei tangajului si siltarii caroseriei pot fiadmise cu greu,
deoarece regimul accelerat al unui autovehicul (fie el si fira suspensie, precum
un tractor obisnuit) este insotit in mod continuu de un transfer de incircare de la
rotile unei punti la cele ale celeilalte punti (la demarare se descarci rotile din fati
sise incarci cele din spate). In unele lucriri [6], transferul de incircare normala

2.Din cauza cregterii razei dinamice a rotilor din fatd sia micgorarii celei a rotilor din
spate, rotile din fata aluneca mult mai mult decat celelalte, motiv pentru care contri-
buie intr-o proportie mai mare decat ne-am astepta la accelerarea autovehiculului.
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a rotilor este luat in considerare,
dar presupunindu-se ci apare
instantaneu, fard miscari ale
caroseriei. Desi mai aproape
de realitate, nici aceasti ipotezi
nu se sustine, deoarece ar
presupune ca toate fortele
exterioare (deci si acceleratia)
vehiculului si rimani constante,

desi viteza e variabila.

Fig. 4. Modificarea razei dinamice a rotii
unui dragster in timpul unui demaraj,
cauzata in special de momentul motor
aplicat

S8.1Inci o ipoteza care se poate
face consti in a considera
ca ambreiajul este complet
cuplat sau  convertizorul
hidrodinamic de cuplu este blocat. Astfel, in modelul simplificat, inertia de
rotatie a pieselor motorului se va adauga la cea a rotii motoare, ca si cind
acestea ar forma un singur corp echivalent [13][3][8]. Ar riméne astfel
4-1=3 GdL: rotatiile rotilor nemotoare si motoare si translatia caroseriei pe
directia de mers. Deci, cu acest model cu doar 3 grade de libertate, studiul
demaririi de pe loc (de la viteza zero) nu se mai poate face!

S9. Alta ipotezd care se face adesea este includerea inertiei la rotatie a
rotii nemotoare echivalente ca o componenta a inertiei de translatie a
corpului autovehiculului. Numarul gradelor de libertate va scidea astfel la
3-1=2. Aceasti ipotezi va putea fi considerata numai daci se poate neglija
alunecarea rotii nemotoare (din model) fati de sol. Evident, ipoteza nu
poate fi acceptatd daca la roata nemotoare se aplici un moment de franare
(de exemplu, la pornirea de pe loc cu frina de ména tras, la autoturismele
cu tractiune pe fatd).

S10. In fine, trecerea de la doud ecuatii diferentiale la doar una singura
(ecuatia 1) nu se poate face decat daci se considerd cunoscuti mirimea
alunecirii (patinarii) rotilor motoare sau se fac alte ipoteze simplificatoare
in legiturd cu aceasta.

Evident, simplificirile prezentate pot fi efectuate §i in altd ordine, iar
modelele pot avea complexitati diferite, in functie de scopul urmirit. De
exemplu, in lucrarea [13] sunt prezentate modele aseminitoare dar si mai
complexe decit cele din figura 2, folosite pentru studiul vibratiilor cuplate
care apar in transmisia §i suspensia autocamioanelor si tractoarelor, iar in
[1], cu un model cu 3 grade de libertate, se studiazi comportamentul unei
autobasculante grele care dispune de un convertizor hidrodinamic de cuplu.

Pentru deducerea ecuatiei generale de miscare, in lucrarea [8] se recurge

la considerarea a trei corpuri echivalente: autovehiculul are doar o masi
in translatie (caroseria), o roati nemotoare si 0 roatd motoare (ﬁgura ),
fiecare roatd putind avea translatie pe directia de mers si rotatie in jurul axei.
Desi in aceastd lucrare nu se mentioneaza ipotezele simplificatoare utili-
zate, ea reprezinti una dintre cele mai elaborate (si corecte) modalitati de
demonstrare a ecuatiei generale de migcare (1).

Combinand masa caroseriei cu cele ale rotilor (in conformitate cu ipoteza —
neprezentatd insa in demonstratie — ca nu existd migcare relativa pe directia
de mers intre roti i caroserie) se ajunge la o singurd masa in translatie,
masa totald a autovehiculului m. Rezulta astfel un model cu trei grade de
libertate (asa cum s-a prezentat la simplificarea S8). Modelul matematic se
obtine prin scrierea sistemului de ecuatii diferentiale pentru migcarea de
translatie a autovehiculului, ecuatia (S) si pentru rotatia celor dous roti (ale
modelului), ecuatiile (6):

ma = EXg; — Gsing — R,

InjEm; = Mpj = Xpjry; — Zgyey, 1.2

()
(6)

Se poate observa ci ecuatia (S) obtinuta in acest mod este in fapt ecuatia
(3), intrucat RP =G sina.
Prin imprtirea ecuatiilor (6) la raza dinamici r 4 acestea devin:

> ]
T

Mg |
¥pj=—=Tpi—
L Rirar  ral

- I
” m = Frj = Zmyli = 72

7)
iar prin introducerea ecuatiilor (7) in ecuatia (5) aceasta ia forma:

I'I'.il+}_:l': |E:'g|=|:m—£:' Iﬂﬁ\l ﬂ=||'.”,a=Ef |Fp:—}_'f 1Ry — By — R,

i=1
A= ey a )

(8)

Facindu-se identificarea termenilor:

j # Re=EL. Ry ©)

M :m+xf_|i—:ﬁ?. Fr :Ef_,Fn-
se constatd ci ecuatia (8) este chiar ecuatia generald de miscare (1).

Prin prima ecuatie (9) se ajunge la notiunea de masd aparentd (sau masi
echivalenti sau masa efectivi), adici masa unui corp echivalent care, atunci
cand se deplaseaza linear cu aceeasi viteza ca autovehiculul, are aceeasi
energie cinetici ca suma partilor solidare la miscare ale autovehiculului.
Evident, masa aparenta a autovehiculului m, este mai mare decat masa
reald a acestuia, deoarece acest termen inglobeaza si inertia pieselor din
componenta sistemului de propulsie si de rulare care se afla in miscare
solidara cu rotile autovehiculului (masa in translatie, roti, arbori, volant,
biele, pistoane etc.). De aceea, in miscare accelerati, autovehiculul se

i B

Fig. 5. Model dinamic cu 5 GdL (translatia caroseriei si translatia si rotatia rotilor nemotoare si motoare) folosit pentru deducerea ecuatiei generale de

miscare (adaptare dupa [8])
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comporta ca si cum ar avea 0 masi mai mare decét cea reala.
In continuarea demonstratiei din lucrarea [8] se considera (din nou fira

explicatii) ci

[
Ri
BRl _ @ 1 _ 1
Pl Tl T (10)
dt dmpj !

Dar, prin definitie, raza de rulare a unei roti este si atunci

dag —_Tr_ Gt LT (11)
dt dt e et '

ceea ce inseamnd ci ecuatia (10) poate fi adevirata doar daci raza de rulare
r_este constanta. Ins4, in timpul unui regim tranzitoriu de deplasare (dema-
rare sau frinare), raza de rulare se modifici mult! De ce? Pentru c raza de
rulare depinde de coeficientul de alunecare al rotii, care poate lua valori
foarte diferite la deplasarea cu viteza variabili (a se vedea de exemplu curba
al in figura 3.a-sus). Intr-adevir, daci in continuare se considerd definitia
ISO pentru coeficientul de alunecare [13][7],
ti P — ¥

A=— (-1<A<

max(wara.r)

(12)
rezultd ¢ in cazul tractiunii (cind w, r, > v§i) >0) raza de rulare este

rp =73 (1=24) (13)

iar in cazul franirii (cAnd w, r, < v $i\, < 0) raza de rulare este

'y
S T (14)

Cu aceasta s-a demonstrat ci ecuatia generala de migcare depinde de
valoarea curenti a coeficientului de alunecare () la tractiune i la frinare).
Desi s-a aritat ci nu este asa, si presupunem in continuare (precum in
lucrarea [8]) ci, in regim de tractiune, atit raza dinamica r, cat si coefici-
entul de alunecare A, sunt constante. Atunci, din ecuatia (13) rezulti ci si
raza de rulare r, este constanti. Introducand ecuatia (10), care acum poate
fiacceptats, in ecuatia (9), rezulta expresia masei aparente a autovehiculului
pentru cazul in care raza dinamici si alunecarea pot fi considerate constante
Ima rpz[l“"'j-ﬂ.:' (15)

r.'f1[1_‘l;l'-l:| Ydz

] Irj
My, = m+ X5 =m+
ap =1 rgjree

in care indicele 1 indici rotile motoare (din fatd in figura 1.a), iar indicele 2
rotile nemotoare (din spate).

Din aceastd ecuatie se poate observa cd daca patinarea rotilor motoare A |
este mare, masa aparenta creste foarte mult. La limita, in cazul patinarii
totale (A =1), masa aparenti devine infinitd, iar autovehiculul nu poate
porni din loc. In schimb, la roata nemotoare apare o alunecare de frinare, cu
valoare negativé, dar foarte apropiata de zero.

Ins3, coeficientul de alunecare al rotilor motoare nu modifici doar masa
aparentd, ci si forta la roata ca functie de viteza autovehiculului. Pentru a
demonstra acest fapt se porneste de la ecuatia de definitie a fortei la roata
prin care aceastd se raporteazi la momentul efectiv al motorului M_
Mpy _ Meigrfir

Fry = (16)

Tdy Ty
si unde i_reprezinta raportul de transmitere total, iar 1),_randamentul trans-
misiei. Deoarece in cazul tractiunii v=w r=w,r d(l_)\) ,Inseamnd ca atunci
cand apare o anumitd patinare A viteza autovehiculului scade relativ cu
turatia motorului, ficind ca graficul fortei la roata sa se deplaseze spre viteze
mai mici. Acest aspect este amintit extrem de rar in literatura [4][5].

O scurta remarca si fatd de randamentul transmisiei 77,. Desi in general se
adoptia valori constante pentru acesta, trebuie spus ci valoarea sa poate
scadea foarte mult daca marimea momentului efectiv al motorului M, se
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reduce. Ba mai mult, uneori, cAnd pedala de acceleratie este putin apasata
sau cind autovehiculul ruleazi liber (cu motorul decuplat), nu se stie apriori
daca puterea circuli de la motor spre roti sau invers, ficind problematica
chiar definirea randamentului [11]. Astfel, in aceste conditii este preferabil
ca momentul la roatd si nu mai fie calculat ca M. i_1,, ci ca diferent dintre
momentul motor amplificat cu raportul total de transmitere si un moment
global M. al frecarilor care apar in transmisie

Mg, = Mgi—Mg (17)
Prin aceasta momentul la rotile motoare M, si, in consecinta, si forta
la roata corespunzitoare F,, vor putea trece ugor de la valori pozitive (de
antrenare) la valori negative (de franare).

Revenind la ecuatia generali de miscare in forma (8), este evident ca aceasta
poate fi folosita si pentru studiul frandrii, cu conditia ca Fy; si reprezinte de
fapt momentul de frinare al rotii j raportat la raza dinamica respectiva

| (18)

Frj = Fa)

In cazul franarii de serviciu apare o constrangere in plus, dati de modul in
care sistemul de franare distribuie momentele de franare la cele doud punti,
adica M, =f(M,). Un lucru asemanitor se intimpli si in cazul autovehicu-
lelor cu tractiune integrali cu diferential interaxial, deoarece diferentialul
va determina o anumiti proportie a momentelor la roati: M, =f (M,,).
Studiul devine si mai complicat in situatia in care autovehicul frineaza de
serviciu, dar realizeaza simultan si frinarea cu motorul, deoarece cele doua
functii f i f, se combina.

Tot dificil de studiat este si procesul demarajului unui autoturism de teren
fara diferential interaxial, deoarece rotile din fata sunt solidar legate de cele
din spate. In acest caz, considerarea unor arbori nedeformabili care conec-
teazd rotile din fatd de cele din spate ar fi extrem de departe de adevir [10]
(fig 3). Si lucrurile s-ar complica si mai mult pentru autovehicule cu mai
mult de doud punti motoare.

Cu toate acestea, in marea majoritate a lucririlor de specialitate se considera
(desi in general nu se enunti acest lucru) ci rotile motoare au o alunecare
neglijabila [13][3][8][2][6], deci practic nu patineazi. Insi aceasti ipoteza
este falsd, aga cum s-a aritat, si intrd in conflict cu un alt aforism din limba
engleza, bine cunoscut in lumea automobilistilor: ,No slip, no grip’, adica
yFard alunecare nu existd aderentd”! De aceea este foarte ciudat i greu de
inteles cum de se considera in general ca pierderea de putere prin pati-
nare poate fi neglijatd, stiut fiind c3, pe un drum de calitate buni (unde se
inregistreazi cele mai mici aluneciri) si fir a se atinge valoarea maximi a
fortei de aderentd, aceasta poate depasi usor, de pana la 10 ori, pierderea
de putere cauzati de rezistenta la rulare! Ca si nu mai spunem ci aproape
toate autoturismele normale reugesc in prezent ,sa rupa aderenta” (adici sa
depaseascd aluneciri de 10...20%) in prima treapta de viteze, chiar si pe
drumurile de cea mai buna calitate!

Lucrurile par si mai ciudate stiut fiind ci patinarea este considerati intot-
deauna la calculul performantelor de tractiune ale tractoarelor [9].

Exista foarte putine lucriri in care pierderea de putere prin patinarea rotilor
este amintita [S] si, eventual, luatd in consideratie la studiul performantelor
dinamice [4].

Considerand ci la deplasarea autovehiculului nu existi alunecare, raza de
rulare devine egali cu raza dinamici §i atunci masa aparenta este calculati in

final (inclusiv in lucrarea [8]) cu relatia

_ Iy |, Irz
Myp = m+ < =T (19)

In acest caz, in concordanta cu simplificarile SS si S8, momentul de inertie

asociat rotilor motoare devine
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IR1 = |.:ln| + [a'."'tdr (20)
unde ] este momentul de inertie real al rotilor motoare si diferentialului,
iar ] este momentul de inertie redus la volant al pieselor in miscare ale
motorului, ambreiajului si cutiei de viteze.

Cu aceasta, masa aparenti a autovehiculului se poate calcula aproximativ cu
relatia
Inz 4 Ikmtle Jfr

mﬂF =m + I.l'|.:ni I.l':"|

(1)
care se gaseste in majoritatea cirtilor de dinamica autovehiculelor studiate
([13][3][8][2][6]) si unde se considera si ci razele dinamice riméin
constante in regimuri tranzitorii (ceea ce nu este adevarat).

Mai trebuie amintit si ci ecuatia generald de miscare (1) este utilizata
adesea §i pentru deplasarea in viraj, situatie in care indepartarea de ipotezele
enuntate este si mai mare.

Revenind la cea de a doua parte a maximei lui Einstein, “but not simpler’, aici
s-a aratat ca pentru a putea intelege si evalua cit de cit corect un proces de
deplasare accelerati a unui autovehicul (cu patru roti) ar trebui si folosim
un model care sa contind minim 9 ecuatii diferentiale de miscare. Un
comportament dinamic surprins cu o singura ecuatie de migcare, fie ea si
“generald’, adici ecuatia (1), va realiza o aproximare grosierd a demarajului
sau franarii. Cu atit mai mult daci ecuatia se va utiliza pentru conditii de
deplasare mult diferite de ipotezele simplificatoare enuntate anterior.
Asadar, foarte utilizatd, deoarece este simpla ca formi si pare ci leaga
comenzile conducitorului si caracteristicile motorului si transmisiei de
performantele dinamice ale autovehiculului, ecuatia generald de migcare
este doar aparent logici si necesita insi numeroase discutii i clarificri,
atat pentru modul de deducere, pentru semnificatia reald a marimilor care
intervin, dar si atentie la conditiile in care poate fi utilizata.

P.S. Am lucrat (zeci de) ani de zile cu ecuatia generala de migcare, initial fara
sa imi pun prea multe probleme daci pot si o folosesc sau nu. Treptat insa
am inceput s observ ci sunt situatii in care lucrurile nu sunt in ordine. O
parte din ele le-am impartasit aici.

Acum, la finalul acestui articol, ma gandesc ca poate titlul sau ar fi trebuit

schimbat: ,Ecuatia generalid de miscare? Nimic nu este simplu!”
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