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Abstract: In this paper a discrete model is developed for the buckling analysis of continuous welded rail
(CWR) subjected to temperature load. The model was called SCFJ (Stabilitatea Caii Fard Joante = Stability
of CWR) and was developed at Civil Engineering Faculty from Brasov. It is based on a nonlinear analysis
in total lagrangean formulation. The structure consists of beam elements and lateral, longitudinal and
torsional spring elements. The source of nonlinearity is due to the geometric nonlinearity of the rail high
axial forces and also to the nonlinearity of material type for the lateral and longitudinal resistance of the
ballast and the torsional resistance of the fasteners. The use of a displacement control algorithm leads the
analysis beyond the critical point and permits a more realistic computation of the structural safety. The track
model is encoded into a special purpose program which allows a parametric study of the influence of vehicle
loading, the stiffness properties of the structure and of the geometric imperfections on the track stability. The
validity of the present model is verified through a series of comparative analyses with other author’s results.

Key words: Continuous welded rail buckling, non-linear stability analysis.

1. INTRODUCERE

In aceastd lucrare se prezinta un model discret bazat pe o analizd neliniard cu elemente
finite, pentru simularea pierderii stabilitatii caii fard joante sub actiunea incarcarilor din variatii de
temperaturd si convoi, model denumit SCFJ (Stabilitatea Caii Fard Joante) [1]. Cadrul sine-
traverse este modelat cu ajutorul elementelor de tip grinda si de tip resort, cu rigiditate pe directiile
longitudinala, transversald si la rotire, care tin cont atdt de neliniaritatea geometricd a sinei
(generatd de prezenta defectelor de directie si nivel) supuse la eforturi axiale mari, cat si de
comportamentului neliniar al materialului din prisma céii si al prinderii sinei de traversda. Se
utilizeaza un algoritm de control al deplasarii, care conduce analiza pand in domeniul postcritic,
permitdnd o evaluare mai realistd a influentei imperfectiunilor de tip defect de directie asupra
sigurantei structurii. Modelul a fost validat prin intermediul unei serii de analize comparative cu
rezultatele altor modele dezvoltate in cadrul UIC (Uniunea Internationald a Cailor Ferate) si FRA
(Administratia Feroviara din SUA) [2], [17].

2. MODELAREA PARAMETRILOR CAII SI AT INCARCARII

Modelul SCFJ introduce parametrii fizici si geometrici ai cdii dupd cum urmeaza:
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Rezistenta longitudinala la deplasarea traverselor in prisma ciii: in conformitate cu
modelele din literatura de specialitate, rezistenta longitudinala este modelatd prin curba efort-
deplasare (liniard sau biliniar), ca in figura 1. In modelul SCFJ rezistenta longitudinali este
introdusa prin intermediul unor elemente de tip resort cu caracteristicile din figura 1. In prezenta
convoiului, comportamentul biliniar se corecteaza [2] in functie de forta de apasare pe traversd Q
cu ajutorul relatiilor (1):

U =U,+Q-tang,

Ue>2u, M

3
in care U, este valoarea de referintd a rezistentei longitudinale (fara incéarcarea din convoi), U}
este valoarea corectatd a acestei rezistente, iar ¢, este unghiul de frecare intre talpa traversd si

materialul din prisma caii situat sub talpa traversei.
Rezistenta transversala (laterald) la deplasarea traverselor in prisma céii: Tn modelul
SCFJ rezistenta transversald este introdusd prin intermediul unor elemente de tip resort cu
caracteristicile triliniare, sau cu atenuare exponentiala (zip¥=1) [2] din figura 2. Pentru situatia
caii incarcate cu convoi, comportamentul, de asemenea, se corecteaza [2] in functie de forta de
apasare pe traversa Q cu ajutorul relatiilor (2) si (3) sau (4):
V=V, +0-tang,

)
Ve> 2 v,
3
V=V, ViV, 3)

v v
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Fig. 1 Rezistenta la deplasarea longitudinald a traverselor in prisma cdii in modelul SCFJ [3] ,
4]
Pentru cazul tipV=1:

V—v

2— v

V=vi+w,-v:)-2 " (daca v>v,) 4)

in care V, este valoarea de referintd a rezistentei transversale de varf (fard incarcarea din
convoi), ¥ este valoarea corectatd a acestei rezistente, ¢, este unghiul de frecare intre talpa
traversd si materialul din prisma cdii situat sub talpa traversei, iar V. este valoarea de referinta a
rezistentei transversale reziduale (fara incarcarea din convoi) si 7 este valoarea corectata a acestei
rezistente.
Pentru cazul cu atenuare exponentiala diferenta ¥V, -V se injumatateste la mijlocul distantei
Ve =V

Relatiile de inegalitate din cadrul expresiilor (1) si (2) au 1n vedere faptul ca, chiar si in

situatia ridicarii traversei de pe patul cdii se mai mentine 2/3 din rezistenta la deplasarea laterala,
respectiv longitudinald a traversei 1n prisma caii [2] .
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Rezistenta la rotire a sinei in prinderi: aceastd rezistentd este introdusa prin intermediul
unor elemente de tip resort cu caracteristici liniare sau triliniare, din figura 3. Pentru situatia caii
incdrcate cu convoi, comportamentul, de asemenea, poate fi corectat in mod corespunzator in
functie de forta de apasare pe traversa.

sau

Fig. 2 Rezistenta la deplasarea transversald a traverselor in prisma cdii [3] , [4]
A zz \zz

72,

77,
sau

VA

v

Fig. 3 Rezistenta la rotirea sinei in prindere [3] , [4], [5], [6] , [7], [8]

Rigiditatea in plan vertical (rigiditatea reazemului de sub talpa sinei) este, de asemenea,
modelata prin elemente resort cu comportare liniara.

Caracteristicile geometrice si fizice ale sinei modelata prin elemente de tip bara sunt: aria
sectiunii transversale 4, momentele de inertie fata de axele verticald L si orizontald /,, modulul de
elasticitate £ si coeficientul de dilatare termica c.. S-au considerat doud tipuri de defecte de
directie, semiundd sau undd completd de cosinus, cu lungime A si amplitudine & (figura 6).
inciircarea s-a introdus cu ajutorul a doua perechi de forte concentrate verticale corespunzand
unui vehicul cu boghiuri. Modelul permite parametrizarea distantei dintre pivotii boghiurilor si
dintre axele osiilor si a incarcarilor pe osii. Lungimea modelului de calcul este o datd de intrare n
program. La capetele modelului se introduc elemente de margine avand caracteristicile (rigiditate
longitudinala si coeficient de dilatare termica) corespunzatoare [2] . Acest lucru permite reducerea
lungimii modelului si, deci, a efortului de calcul. In plus, s-a introdus si posibilitatea lucrului pe
semistructura simetricd, ceea ce permite o reducere suplimentard a timpului de calcul. Se
pastreaza, Insa o lungime suficient de mare a cadrului sine — traverse, pentru a prinde in calcul si
influenta pe care o are serpuirea caii asupra zonelor adiacente portiunii de cale pe care au loc
deplasarile transversale, pe aceste zone modificandu-se starea de eforturi ca urmare a deplasarilor
longitudinale ale cadrului sine — traverse spre zona unde au loc deplasari laterale.

3. ALGORITMUL DE CALCUL
Calculul se face in doua etape:

Determinarea incdarcarilor care revin traverselor
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Modelul de calcul este o grinda pe reazeme elastice avand comportare liniard. Modulul de
program corespunzator acestei etape este scfjl.m.

Nodurile modelului se considera in dreptul traverselor. Modelul are nrd noduri in dreptul
traverselor si nel = nnd-1 bare (elemente). Bara i este bara curenta si are nodurile 7 si i+7 (fig. 4).

Lungimea unei bare este L=Lm/n (unde Lm este lungimea modelului, iar # este numarul de
diviziuni). Intruct raza curbei este mare, modelul se considerd o grinda dreapti. Unui nod ,,i”" i se
atribuie 2 grade de libertate: deplasarea verticald w si rotirea 6,. Numarul total de deplasari ale
modelului este deci:

nec =2 -nnd %)
Sistemul de ecuatii de echilibru este de forma:
K-a=F (6)

in care:
- Kpree x necy este matricea de rigiditate a structurii §i rezultd in urma asamblarii matricelor de
rigiditate k ale barelor si ale rigiditatilor la deplasarile verticale ale traverselor.
- Aecx 1) €Ste vectorul deplasarilor nodurilor structurii.
- Fuee x 1) €ste vectorul incarcdrilor in nodurile structurii, care (in cazul considerat aici) rezultd in
urma asamblarii vectorilor f; ai incarcarilor concentrate de pe bare.

Fiecare bara are 4 grade de libertate.

Matricea de rigiditate k.4 a unei bare se obtine sub forma:

k =B"k'B 7,

unde B\ 4 este o matrice de transformare care leagd vectorul deplasarilor elementului de
vectorul redus al deplasdrilor, care produce numai deformatii si nu contine deplasarile de solid
rigid ale elementului de bara:

@®)

0

yi+l

[yL 1 -yL o
B_L/L 0 —1/L 1}

Vi M.

Fig. 4 Deplasarile barei in plan vertical [3] , [4]

Intrucat deplasarile sunt mici, unghiul & de rotire de solid rigid a axei barei se poate
aproxima prin (wy+;-w;)/L, iar matricea B introduce tocmai aceasta relatie cinematica. Matricea B”
stabileste legatura dintre setul redus de forte nodale = (M; My 1)T si setul complet f= (T; M; T;1,;
M;+;)" (fig. 5). Relatia f=B’f’ exprima echilibrul barei.
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Matricea kd(gx 2 de rigiditate a barei este raportatd numai la setul redus de deplasari si forte

nodale:
EI |4 2
k! =—2 )
L |2 4
in cazul in care bara este incarcata, se calculeaza si vectorul f al incarcarilor de pe bara.
Acest vector contine reactiunile de incastrare perfectd ale barei cu semnul schimbat (ele devin
actiuni pe structurd).

M =P-ba/I? L' =(P-b+M;+M,, )L
MiOJrl:—P-azb/L2 Ti(J)rlz(P'a_Mi_MHl)/L (10)
f():(TiOMiO Ti?rl MiOH !

MokP g,

] | 71+l

T. Q | Q
b

Fig. 5 Forte nodale echivalente din incdrcarea concentratd pe barda [3] , [4]

Faza de asamblare a matricelor de rigiditate si a vectorilor incarcarilor pe elemente poate fi

scrisa sub forma:

Kind,ind = Kind,ind+k $1 Find = Find+f0 (1 1):
unde ind este setul de indici ai deplasarilor barei curente. De exemplu pentru bara 3 avand nodurile
3 514, rezulta ind =(5 6 7 § ). Relatia (11) se aplica pentru fiecare bara.
Asamblarea rigiditatilor traverselor se poate scrie sub forma:

I(jnd,jnd = andjnd+RzL' (12),
unde jnd este setul de indici corespunzator deplasarilor verticale ale nodurilor jud =(1 3 5 ...2nnd-
1).

Conditiile de rezemare ale structurii se introduc prin suprimarea deplasdrilor nule din
reazeme. Acest lucru se realizeaza in felul urmator:

Se initializeaza vectorul deplasarilor structurii cu zerouri, iar deplasarile din nodurile libere
se determina prin relatia:

ai7=(Kizi) 'Fia (13),
unde id reprezinta setul de indici corespunzatori deplasarilor libere ale structurii. Practic matricea
din relatia (13) nu se inverseaza, ci se aplica un algoritm de rezolvare a sistemului liniar de ecuatii,
care tine cont de simetria §i structura de matrice rard a matricei de rigiditate structurala K.

Cu deplasarile verticale w ale nodurilor se trece la calculul fortelor de apasare pe fiecare
traversa:

R Q:'W RzL+Gtraversa . (14)

In continuare se trece la corectarea rezistentelor transversale, longitudinale si la rotire
tinand cont de fortele de apasare Q pe traversa (relatiile (1), (2), (3) si (4)).

Trebuie precizat faptul ca tot calculul se realizeaza in ipoteza ca nu se ia in considerare
efectul vitezei la stabilirea incarcarii care revine unei traverse. Se poate face, insd, calculul
considerand si acest efect prin multiplicarea sarcinilor pe osie transmise de convoi asupra caii cu
coeficientul de amplificarea dinamica, corespunzator starii caii, materialului rulant si vitezei de
circulatie.
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Calculul la serpuire in sens transversal

Modelul de calcul in plan transversal este o grinda dreapta sau curba pe reazeme elastice,
cu imperfectiuni de forma ale axei, aga cum se aratd in figura 6. Nodurile modelului se considera
tot in dreptul traverselor. La fiecare nod se aplica legaturi longitudinale, transversale si de rotire.
La capetele modelului se introduc elemente de margine avand caracteristicile (rigiditate
longitudinala si coeficient de dilatare termicd) corespunzitoare [2] . Incircarea modelului este o
variatie de temperaturd in sine. Calculul tine cont de neliniaritatea comportarii legaturilor
sistemului in dreptul traverselor si de neliniaritatea geometricd introdusa de fortele axiale
importante din sine provenite din variatia de temperaturd. Caracteristicile barelor si legaturilor
corespund celor doua fire de sine din alcatuirea cadrului sine-traverse. Modelul are tot nnd noduri
si nel = nnd-1 bare (elemente) ca si in cazul modelului de calcul la forte verticale. Astfel bara i
este bara curenta si are nodurile 7 si i+1.

Un nod are trei grade de libertate: translatiile # si v in planul orizontal si rotirea &.. Deci
sistemul are in total 3nnd deplasari. In analiza structurii se urmareste obtinerea curbei crestere de
temperaturd - deplasare. Problema fiind neliniard, pentru rezolvare se aplicd o formulare
lagrangeand actualizatd cu un procedeu incremental bazat pe controlul deplasarii. Procedeul
incremental determina starea sistemului ca o succesiune de cresteri ale parametrilor de stare (forte
si deplasari). Pentru descrierea algoritmului de calcul distingem urmatoarele configuratii (stari):

- configuratia initiala sau de referintd j=0 de la care incep calculele;
- configuratia curenta j;
- configuratia noud j+/.

In cadrul unui increment ; caracterizat printr-o deplasare de control ov; suficient de mica,
se poate aproxima comportarea neliniard a sistemului printr-o relatie liniard intre cresterile
succesive ale parametrilor de stare:

a+ 1=aj+5aj,

OF=K o, (15)
in care: a;reprezintd vectorul deplasarilor in configuratia curenta,

oa; este vectorul incrementelor deplasdrilor,

OF; este vectorul incarcdrilor pe structurd, care duc sistemul din starea curentd in starea
nouad si care rezulta din incdrcarea sistemului cu incrementul 6v,; al deplasarii de control,

K; este matricea de rigiditate incrementala (tangenta).

b vV J’

Rp Ry x,u

Lll]

Fig. 6 Modelul de calcul in plan orizontal [3], [4], [5], [6],[7],[9],[10], [11]
Pe baza relatiei (14) se poate introduce schema de calcul urmatoare:
oa; =(K))" 5F,
aj+1=aj+5aj. (16)
Pentru imbunadtdtirea performantelor algoritmului incremental s-a adoptat o variantd
cunoscuta sub numele de regula punctului de mijloc (midpoint rule) sau regula lui Heun [12] :
a+1=a+1/2(K) " OF,,
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K 1,=K(aj+1),

OF;+12=0F(aj+12), (17)

;. =a;+(Ki12) " Fji

Acest procedeu permite detectarea depasirii capacitatii de rezistenta laterald la deplasarea
traverselor 1n prisma caii in primul pas de “Incercare” si actualizarea matricei de rigiditate Kj+;» In
mod corespunzator. Dezavantajul introdus de dublarea numarului de asamblari si factorizari ale
matricei de rigiditate este compensat de acuratetea imbunatatita.

Formularea lagrangeana actualizatd in cadrul fiecarui pas incremental foloseste relatiile de
echilibru incremental exprimate pe schema deformata actualizata si conduce la anumite
simplificari ale expresiilor acestor relatii.

In cadrul algoritmului de calcul se aplici controlul deplasirii, iar vectorul SF ; nu se
expliciteazd ca atare. Incrementul de deplasare oa; este rezultatul aplicarii unei variatii de
temperatura necunoscute, care produce o crestere cunoscuti a deplasirii de control. In continuare
pentru simplificarea relatiilor se renunta la indicele j al configuratiei curente. Controlul deplasarii
inseamnad, deci, aplicarea unor incremente ale deplasarii 6v. unui nod pe o anumitd directie, ca
incédrcare pe sistem. Controlul deplasdrii permite tratarea comportdrii pierderii de stabilitate cu
traversare (snap-through). In cazul unui algoritm la care se aplicd drept parametru de control
incdrcarea, in punctul de pierdere a stabilitatii matricea de rigiditate tangenta devine singulara si
deci sistemul de ecuatii care descrie echilibrul sistemului in pasul incremental nu poate fi rezolvat
direct. Deplasarea de control se comporta ca un reazem suplimentar cu deplasari impuse si elimina
singularitatea.

Drept deplasare de control se ia deplasarea transversald maxima a nodului din axa de
simetrie a modelului, dar se poate adopta si o alti deplasare. in metoda de control al deplasrii
aplicatd la problema de pierdere a stabilitatii caii descrisa aici, incrementul o7 al variatiei de
temperaturd este necunoscut.

In cadrul unui increment calculele decurg in felul urmétor:

- Se adopta un sistem de baza cu deplasarea de control blocata;

- Sistemul de baza se Incarca succesiv cu:
a) O crestere unitard de temperatura o7 =1/, care produce deplasarile da” ale nodurilor rimase
libere si reactiunea R in reazemul artificial introdus in dreptul deplasarii de control (fig. 7).
b) O deplasare a reazemului artificial (intotdeauna in sensul cresterii deplasarii laterale aferente
acestui reazem artificial) egala cu pasul curent impus v, al deplasarii de control, care produce
deplasirile sa™ ale nodurilor si reactiunea R in reazemul artificial (fig. 7).

Pentru ca sistemul de bazd sa se comporte identic cu sistemul real, pentru situatia de
echilibru obtinuta, este necesar ca reactiunea din reazemul (blocajul) artificial al sistemului de
baza sa fie zero (fig. 7). Acest lucru se poate realiza prin adoptarea unei variatii de temperatura
corespunzatoare 67=x in locul variatiei unitare considerate initial.

Aplicand principiul suprapunerii efectelor se obtine conditia: R= R”x + R?=0, care
permite determinarea variatiei necunoscute de temperaturd. Astfel, incrementul variatiei de
temperatura este:

ST =x =-RY/RV, (18)
iar deplasarea incrementald devine:
sa=sa"x +5a”. (19)

Variatia totald de temperaturd # din configuratia curentd j se obtine din insumarea
incrementelor de temperaturd 07" date de relatia (18). Valorile temperaturilor # se retin si dupa
terminarea calculelor se folosesc la trasarea curbei variatie de temperatura — deplasare laterala (fig.
9). Din analiza curbei rezulta tipul pierderii de stabilitate (prin saltul/traversarea de echilibru sau
prin deformare continud), in cazurile curente obtinandu-se cresterile critice de temperaturd 7, $i
Tmin (ﬁg 9)

Daca incrementul variatiei de temperatura este x rezultat din conditia (18), pe sistemul real
(fara reazemul artificial) se produce deplasarea de control év.=0x+dv..
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Matricea de rigiditate tangenta K; din incrementul j depinde de starea sistemului in acest
pas si se obtine In urma asambldrii matricelor de rigiditate tangenta Kk,s » ) ale barelor si ale
rigiditatilor legaturilor, care reprezintd traversele.

k,=EA/L-vr"'r+B" (k' +k{ )B+N,/L-2"2 (20)
in care: r=(-cosf} -sinf 0 cosf3 sinf3 0),
z=(sinf -cosf 0 -sinff cosp 0),

(f este unghiul barei fata de axa x 1n configuratia curenta — fig. 8)
p_[001000] 17z
00000 1| L|z/|
W EL[4 2] NL[4 -
L |2 4] ¢ 30 |-1 4]

iar N; este efortul axial in bard in pasul j, care se determina cu ajutorul deformatiei axiale AL; (fig.

8) si variatiei totale de temperaturd # din configuratia curenta j:
N=EA (ALy/ L;-at),
AL, =L;-L,,

Lo:\)(x?+1_x?)2 ) (21)

_ j i )2
L= (x],—x/)".

i+l

¢, — o (i) v ol
“‘“ﬂx_&\(c)‘; - X +da

S5

Fig. 7 Determinarea incrementului de temperaturi si deplasare prin controlul deplasarii [3] ,

4]
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i+1

X
p—

Fig. 8 Deformarea axiald a barei [3] , [4]
Matricele k‘si k¢ sunt matricele de rigiditate de material si respectiv geometricd la incovoiere
raportate la setul redus de deplaséri, care produc deformatii (in mod aseméanator cu matricea (8) de
la calculul la forte verticale). Matricea k¢. depinde numai de caracteristicile geometrice ale barei i

de efortul axial. Dupd cum se poate observa, relatia (20) introduce o neliniaritate prin intermediul
efortului axial N, Matricea de rigiditate tangentd completd a barei in formularea lagrangeana
actualizatd mai contine doi termeni, care introduc efectul modificarii lungimii barei din
incovoierea incrementald, si efectul fortei tdietoare [12], [13], [14], [15], [16]. Avand in vedere
ca n cazurile practice modelul de calcul este suficient de rafinat, neglijarea termenilor mentionati
nu conduce la erori semnificative. In cazul exemplului din studiul de senzitivitate calculat cu
matricea de rigiditate completd s-au obtinut, asa cum se poate observa in figura 9, cresterile de
temperaturd 7,,,,=49,6681 OC §i T,=35,7500 °C, iar cu varianta bazata pe relatia (20) a rezultat
Ta=49,6678 °C si T,,in=35,7060 C, deci existd o foarte buni concordantd intre rezultatele

modelului SCFJ si rezultatele modelului din [2] .
50

T
Tmax

45 -

~
(]
I

35

30 4 Tmin B

—_ - N M
(=) (@) B -] ()]
| | | |

Cresterea de temperatura (°C)

[&)]
T
|

1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Deplasarea laterala (m)

Fig. 9 Deplasarea laterald in functie de variatia de temperatura [4] , [9], [10], [11]
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