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PROBLEMA LUI BOUSSINESQ PENTRU CAUCIUC (υ = 0,5)
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Abstract: Lucrarea prezintă modul în care problema lui Boussinesq a fost adaptată la cauciuc, având coeficientul lui Poisson egal cu 0,5 (încărcarea semispaţiului elastic cu o forţă concentrată, normal ăpe planul limitrof).
Cazul încărcării semispaţiului elastic cu o forţă concentrată, normală pe planul limitrof, poartă numele de problema lui Boussinesq. Încărcarea semispaţiului elastic cu o forţă concentrată, conţinută în planul limitrof, conduce la problema lui Cerruti. Problema combinată Boussinesq – Cerruti apare atunci când semispaţiul este încărcat cu o forţă concentrată oblică, aplicată într-un punct al limitei semispaţiului. Dacă semispaţiul este încărcat cu o sarcină normală uniform distribuită în lungul unei drepte conţinute în planul limitrof, apare problema lui Flamant.

Keywords: coeficientul lui Poisson, contactul cauciucului, semispaţiu elastic, stare de deformaţie.
1. INTRODUCTION
Deoarece dimensiunile ariei de contact sunt foarte mici în comparaţie cu razele de curbură ale celor două suprafeţe limitrofe, evaluate în zona contactului iniţial, se consideră frecvent că aceste raze sunt infinite. În această ipoteză, corpurile în contact pot fi asimilate prin semispaţii elastice (acea parte a spaţiului limitată de un plan, care este umplută cu un material elastic de parametri υ, E şi G cunoscuţi).

Semispaţiul elastic poate fi solicitat prin sarcini aplicate pe planul său limitrof care, în cele mai simple situaţii, pot fi concentrate sau uniform distribuite în lungul unei drepte. Problemele determinării deplasărilor şi tensiunilor produse în semispaţiu de aceste încărcări simple poartă numele de probleme fundamentale ale semispaţiului elastic.

În aceeaşi categorie a problemelor fundamentale se încadrează principiul suprapunerii efectelor la semispaţiul elastic, care permite generalizarea soluţiilor problemelor de mai sus în cazul unor distribuţii continue de incărcări pe o anumită regiune din planul limitrof [1].

În jurul anului 1880, preocupat de a evalua interacţiunea dintre un picior de pod şi pământ, Boussinesq a modelat problema printr-o forţă concentrată F aplicată pe limita unui semispaţiu elastic. Deoarece planul limitrof al semispaţiului elastic se extinde la infinit în toate direcţiile, se poate considera că punctul de aplicaţie al forţei este originea planului, astfel încât problemei i se poate ataşa un sistem de coordonate 0xyz, ca în figura 1. Axa z este dirijată după normala interioară la semispaţiu, iar axele ortogonale x şi y sunt conţinute în planul limitrof, fiind orientate arbitrar. Este evident că problema prezintă simetrie radială, astfel încât ea poate fi tratată şi în coordonate cilindrice r, θ, z. Dacă M(x,y,z) este un punct arbitrar din semispaţiul elastic, de rază de poziţie r, iar M’ este proiecţia acestuia pe planul limitrof, OM’ ≡ ρ reprezintă raza polară, iar unghiul θ dintre acesta şi axa x este unghiul polar. Rezolvarea problemei presupune determinarea stărilor de deformaţii şi de tensiuni produse de forţa F în acest punct curent.
2. TECHNICAL REQUIREMENTS
Pentru soluţionarea comodă a problemei se adoptă o metodă semi-inversă de rezolvare. Se propune o parte a soluţiei, iar restul elementelor se determină din condiţia satisfacerii ecuaţiilor fundamentale ale elasticităţii liniare [1]. Se pleacă de la o reprezentare Boussinesq – Popkovici a soluţiei ecuaţiei lui Lame’, scrisă în absenţa forţelor masice:


[image: image2.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image3.wmf](

)

(

)

[

]

5

,

0

1

4

=

-

-

+

=

u

y

u

y

j

r

r

r

r

r

grad

A

U








                     (1)


[image: image4.wmf]Ecuaţia devine:

[image: image48.wmf]

              (2)

în care trebuie să se determine constanta A şi funcţiile armonice 
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 şi 
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Figura 1: Schematizarea problemei lui Boussinesq

Ţinându-se seama de particularităţile de simetrie ale problemei, pentru aceste funcţii se propun expresiile:
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                                                                                                               (3)
în care am notat:


[image: image8.wmf]a

b

a

1

2

1

1

2

1

=

-

=

-

=

u

u


Deoarece în relaţiile de mai sus, r2 = x2 + y2  + z2 sau 
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 EMBED Equation.3 [image: image11.wmf]iar derivata parţială a funcţiei 
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 în raport cu z este:
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Substituţia funcţiilor 
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 şi 
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 prin expresiile lor în prezentarea Boussinesq-Popkovici conduce la:
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Înlocuind 
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Ţinând cont de expresia operatorului gradient şi de derivatele parţiale de mai jos:
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Deplasarea 
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 se poate scrie sub forma:
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Conform rel. (1), vectorul deplasare poate fi exprimat în formă generală astfel:
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Indentificând componentele după axe din relaţiile (7) şi (8), se obţin următoarele expresii ale deplasărilor u, v, w, într-un punct oarecare M(x,y,z) din semispaţiu:
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În aceste relaţii, necunoscută rămâne numai constanta A. Pentru determinarea acesteia se folosesc condiţiile pe contur şi relaţiile integrale între tensiuni şi eforturi secţionale.

Conturul semispaţiului elastic, pe de o parte, planul limitrof, iar pe de altă parte, infinitul. Expresiile generale ale condiţiilor pe contur sunt:
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unde: l,m,n – parametrii directori ai normalei la suprafaţă, care satisfac relaţia 
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sunt tracţiunile (normale şi tangenţiale) care se aplică pe planul limitrof. Pe acest plan, l = m = 0, n = -1, 
[image: image29.wmf]z

y

x

p

p

p

=

=

= 0, iar condiţiile pe contur devin:


[image: image30.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

.

0

;

0

;

0

z

yz

xz

t

t

t










                  
  (11)

Aceste relaţii sunt valabile pe întreg planul limitrof, cu excepţia punctului de aplicaţie al forţei concentrate în dreptul căreia nu se poate defini noţiunea de tensiune.

Pentru a impune satisfacerea expresiilor de mai sus, tensiunile se exprimă în funcţie de deformaţii, cu ajutorul legii generalizate a lui Hooke [2]:
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unde deformaţiile specifice liniare şi deformaţia specifică volumică au expresiile:
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După efectuarea calculelor rezultă următoarele relaţii ale tensiunilor vizate:
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La z = 0, cu excepţia originii, toate tensiunile sunt nule, conform condiţiilor pe contur.

Pentru determinarea constantei A se face apel la relaţia integrală între forţa axială şi tensiunea 
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 într-o secţiune transversală, evident un plan z = cst., care are expresia:
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În această relaţie, foţa F are semn negativ deoarece produce compresiune pe faţa opusă originii, iar integrala se extinde pe intregul plan z = cst.

Ţinând cont de expresia (14) a tensiunii 
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, rel. (15) devine:
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Din motive de simetrie radială, elementul  de arie se poate lua sub forma unei coroane circulare de rază interioară ρ şi grosimea radială 
[image: image40.wmf].
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Pentru a măsura întregul plan z = cst., raza ρ trebuie să varieze de la zero la infinit, astfel încât relaţia (16) capătă forma:
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Primitiva integralei (17) este 
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În urma evaluării relaţiei (18) între limite de integrare, se obţine următoarea expresie a constantei A:
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Substituind valoarea astfel obţinută pentru A în relaţia (9) rezultă expresiile finale ale deplasărilor în punctul M(x, y, z) al semispaţiului elastic:
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Substituţia derivatelor componentelor vectorului deplasare u, v, w, în legea generalizată a lui Hooke, conduce la următoarele componente ale tensorului tensiune din punctul curent al semispaţiului:
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Aceste tensiuni pot fi rescrise în coordonatele cilindrice, după cum urmează:
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Ca şi în cazul deformaţiilor, relaţiile de mai sus sunt aplicabile în origine, iar la infinit, tensiunile se anulează, satisfăcând condiţiile de regularitate.

3. CONCLUSION
- sub sarcină normală tinzând către zero, contactul între cele două corpuri se poate face într-un singur punct geometric (contact punctual) sau după o curbă (contact liniar), aria iniţială de contact fiind nulă;

- în punctele contactului iniţial şi în vecinătatea acestuia, suprafeţele limitrofe ale celor două corpuri nu au singularităţi. În consecinţă, în orice punct al contactului iniţial, suprafeţele admit normală unică şi plan tangent unic;

- suprafeţele sunt netede din punct de vedere geometric, adică identice cu suprafeţele nominale; ele nu au abateri macro şi microgeometrice;
- între suprafeţele limitrofe nu există frecare. Ca urmare, între corpuri se poate transmite numai reacţiune normală, iar tracţiunile tangenţiale sunt nule;

- ca în elasticitate, materialele corpurilor sunt presupuse continue, omogene, izotrope şi liniar elastice;

- dimensiunile suprafeţei şi ariei de contact sunt mici în comparaţie cu razele de curbură principale ale suprafeţelor limitrofe într-un punct oarecare al contactului iniţial. În consecinţă, cele două corpuri pot fi asimilate cu semispaţii elastice.
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